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< па 简介 

”本 书 是 数理 方程 Hilbsrt 空 间 方 法 的 上 有 册 ， 其 内 容 为 广义 函数 和 
CoBoJleb 空 间 两 部 分 。 
: 广义 函数 包括 三 类 广义 函数 的 定义 性质 、 结 爸 和 相互 关系 ; 广 
义 函 数 的 卷 积 和 Fourier 变 换 等 。 Co6oneb 空间 主要 讨 沦 整数 阶 
СоболеЬ 空间 、 实 数 阶 СоболеЬ 空间 、 迹 空间 ， 以 及 在 电磁 场 、 
连续 介质 力学 中 很 有 用 的 向 景 值 СоболеЬ 空间 。 

本 书 内 容 丰 富 ， 结 构 紧 姿 。 可 作为 高 等 院 校 计算 数学 、 应 用 数 

学 、 计 算 物 理 以 及 计算 力学 等 专业 研究 生 教 材 ， 也 可 作为 有 关 专业 的 
高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 、 大 学 教师 和 科技 工作 者 教学 和 知人 参考 书 。 
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《研究 生 教材 》 总 序 


研究 生 和 教育 是 我 国 高 等 教育 的 最 高 层次 ， 是 为 国家 培养 高 层 
次 的 人 才 。 他 们 必须 在 本 门 学 科 中 掌握 坚 实 的 基础 理论 和 系统 的 
专门 知识 ， 以 及 从 事 科 学 研究 工作 或 担负 专门 技术 工作 的 能 力 。 
这 些 有 要 求 具体 体现 在 研究 生 的 学 位 课程 和 学 位 论文 中 。 

认真 建设 好 研究 生 学 位 课程 是 研究 生 培 养 中 的 重要 环节 。 为 
此 ， 我 们 组 织 出 版 这 套 《 研 究 生 教 烤 》 以 满足 当前 研究 生 教 
学 ， 主 要 是 公共 课 和 一 批 新 型 的 学 位 课程 的 教学 需要 。 教 衬 作 者 
都 是 多 年 从 事 研究 生 教学 工作 ， 有 着 丰富 才学 和 科学 研究 经 验 的 
р, | 
这 套 教 材 首 先 着 眼 于 研究 生 未 来 工作 和 离 技术 发 展 的 需要 ， 
充分 反映 国内 外 的 最 新 学 术 动 态 ， 使 研究 生 学 习 之 后 ， 能 迅速 接 
近 当 代 科 技 发 展 的 前 洛 ， 以 适应 “四 化 "建设 的 要 求 ; 其 次 ， 也 注 
“ 意 到 研究 生 公 共 课 程 和 学 位 课程 应 有 它 最 稳定 、 最 基本 的 内 容 ， 
是 研究 生 掌 握 坚 实 的 基础 理论 和 系统 的 专门 知识 所 必要 的 。 因 
此 ， 在 研究 生 教 材 中 仍 应 强调 突出 重点 ， 突 出 基本 原理 和 基本 内 
容 ， 以 保持 学 位 课程 的 相对 稳定 性 和 系统 性 ， 内 容 有 足够 的 深 
度 、 而 且 对 本 门 课程 有 较 大 的 履 盖 面 . 

RE 《研究生 教 衬 》 虽 然 从 选 题 、 大 纲 、 组 织 编写 到 编辑 出 
版 ， 都 经 过 了 认真 的 调查 论证 和 细致 的 定稿 工作 ， 但 毕竟 是 第 一 
次 编辑 这 样 高 层次 的 教材 系列 ， 水 平和 经 验 都 语 不 足 ， 人 缺点 与 鲁 
误 在 所 难免 ,希望 通过 反复 的 教学 实践 ， 广 泛 听 取 校 内 外 专家 学 
者 和 使 用 者 的 意见 ， 使 其 不 断 改 进 和 完善 。 | 

西安 交通 大 学 研究 生 院 
西安 交通 大 学 出 版 社 
1989 年 12 月 
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数学 物理 方程 理论 是 数学 科学 中 报 为 活跃 的 分 支 之 一 ， 它 不 
但 是 很 大 一 部 分 数学 内 容 的 基础 ， 而 和 且 也 是 很 大 一 部 分 物理 内 容 
的 基础 ， 它 有 助 于 人 们 对 物质 运动 规律 的 认识 。 自 然 科学 基本 规 
律 的 精确 数学 表达 式 大 都 是 微分 方程， 如 Newton 运动 方程 ， 
Euler у #2, Navier-Stokes 方程 ， Maxwell FF, Boltzmann 
方程 以 及 Schrödinger FEG. Ут СА ра 
лит 5 YE SA, 现代 大 型 科学 工程 计算 的 主要 
任务 ， 也 是 用 现代 大 型 计算 机 求解 这 些 方 程 ， 

”数学 物理 方 入 理论 发 展 到 今 关 ， -经 碳 的 和 现代 的 互相 渗 适 ， 
形成 商 容 十 分 丰富 的 分 支 . 如 何 使 应 用 数学 、 计 算数 学 ， 物理 和 
.力学 专业 的 研究 生 在 较 短 的 时 间 内 ， 尽 快 地 了 解 姬 此 庞大 理论 体 
系 中 的 主要 结果 和 方法 ， 以 便 结合 数学 和 自然 科学 的 各 个 分 支 ， 
使 它们 互相 渗 各 ， 有 所 创新 、 培 养 先 训 练 研究 生 的 这 种 能 力 ， 是 
近代 科学 综合 发 展 趋势 的 要 求 ， 也 是 培养 新 一 代 科学 工作 者 必 不 

Б ЖӨ.  - | 

АЕ ZHN ЕВА 
- 原 体系 的 主要 结果 和 方法 ,， 还 要 自 成 体系 、 满 足 作为 一 本 教材 的 
种 各 朗 求 ， 这 不能 不 说 是 一 件 非常 困难 的 事情 .” Ë 1980 年 以 
Ж, апелатив ию. AER. RIRE, 
较 好 地 达到 了 这 一 要 求 . 

外 书 分 两 部 分 RRE URRAN ATENA 
"Соболев „М. Е Хайй с Соболев 空间 的 概念 和 基 


本 性 质 ， 尤 其 是 一 些 有 重要 应 用 的 Соболев 空间 性 质 。 第 二 部 
分 (第 五 章 到 第 九 章 ) 是 数学 物理 方程 Hilbert ЗА. ЯШ 
圆 型 方程 着 重 于 变 分 原理 和 正则 性 理论 ;对 发 展 方程 ， 着 重 于 用 - 
半 群 理论 来 讨论 它 的 适 定性 问题 ; .最 后 还 讨论 了 在 弹性 力学 、 流 
体力 学 、 电磁 场 和 量子 力学 中 的 应 用 。 . 

第 一 章 广 хт Fourier 变换 。 жаака Тит. 
Соболев, 空间 的 泛 函 基本 知识 . 这 样 做 为 的 是 使 学 生 从 本 科 泛 
函 分 析 课 程 中 延续 过 来 ， 起 到 承上启下 的 作用 ， 使 学 生 在 一 进入 
本 课程 时 不 致 于 太 吃力 。 同时 本 章 的 讨论 也 为 全 书 的 展开 打下 了 
良好 的 基础 。 ЖЖ шй. 各 节 的 定义 、 定理 及 例子 环 瑟 相 
їп. 较 人 简捷 地 处 理 了 教材 内 容 。 . 

RR РФ. ЖЕРТ БИВ ЮА. HERTA 
Соболев 空间 所 必需 的 . KRANAAT TO) 空 间 的 主要 内 容 ， 
хайт 些 常用 的 基本 方法 ， 同时 还 适当 地 巾 去 了 那些 与 
Соболев 空间 关系 不 大 的 内 容 . | 

第 三 三 章 整数 阶 Соболев 空间 H”>?(Q), жаамат 
大 而 复杂 的 内 容 ， 如 内 插 性 质 、 ЖЕНЕ В ЛЕ, ВЕ 
明了 基本 方法 ， 使 学 生 对 这 些 性 质 的 来 龙 去 脉 有 个 大 致 的 了 解 ， 
同时 又 不 拘泥 于 琐碎 的 细节 ， 繁 简 适 当 。 = 

Жи Соболев зафт д. 推广 了 整数 阶 
Соболев =н. 同时 还 讨论 了 车 干 向 量 值 Co6onea 空 
8. ,它们 在 弹性 力学 、 流体 力学 和 电磁 场 中 有 广泛 应 用 。. 

第 五 章 抽象 的 机 转 边 值 变 分 问题 。 本 章 对 线性 柚 圆 变 分 问 
题 、 混 合 变 分 问题 、 三 线性 和 拟 线性 变 分 问题 等 ， 讨 论 了 解 的 存 
在 性 、 BRAE, 收 敏 性 以 及 正则 性 等 问题 。 对 它们 的 理论 根 
据 、 实 际 背 景 均 有 一 定 交代 ， 并 对 内 容 作 了 合理 的 组 织 和 取 会 。 

第 六 章 在 椭圆 边 值 问题 中 的 应 用 。 本 章 包括 在 2m 阶 线性 椭 


ШНА АНН УНР. 为 了 更 好 地 理解 理论 和 
概念 ， 这 星 给 出 了 一 些 例子 ， 使 较 短 的 篇 幅 包 含 了 较 多 的 内 容 . 

本 章 的 内 容 和 以 后 两 章 是 研究 数学 物理 问题 的 基础 。 

第 七 章 、 第 八 章 讨 论 了 一 、 二 阶 发 展 方程 。 这 两 章 采用 了 从 
抽象 到 具体 的 方法 ， 不 仅 讲授 了 内 容 ， 而 且 展 示 了 整个 抽象 的 过 
程 和 方法 ， 使 得 读者 很 自然 地 获得 较 完 整 的 概念 

第 九 章 应 用 前 面 提供 的 理论 工具 ， 较 系统 地 讨论 了 弹性 力学 
中 Navier~Lame 方程 ， 流 体力 学 中 Navier-Stokes 方程 ， 电 磁 
场 中 Maxwell 方程 ， 磁 流体 动力 学 方程 ， 量 子 力学 中 的 
Schrödinger 方程 和 Klein—-Gorden 方程 等 相应 的 变 分 问题 的 解 
的 存在 、 唯 一 性 、 分 叉 和 混沌 等 人 性质， 

为 了 内 容 上 的 自封 闭 ， 我 们 不 得 不 以 附录 形式 ， 给 出 两 部 分 
内 容 。 附 录 A: 非 线性 泛 函 分 析 中 若干 问题 。 主 要 讨论 非 线性 
泛 函 中 的 极 值 原理 、 位 势 型 算 子 和 单调 算 子 等 性 质 。 这 部 分 内 
容 ， 多 数 命 题 、 定 理 都 有 严格 证 明 。 附 录 B: KAF 
Schauder~Riesz 理论 ， 这 部 分 内 容 是 经 典 的 ， 不 加 证 明 。 但 是 
很 有 用 。 

. 这 里 我 们 应 该 特别 感谢 周 天 孝 、 黄 艾 香 两 位 教授 。 他 们 仔细 
地 阅读 了 全 部 书稿 ， 提 出 了 非常 宝贵 的 意见 ， 由 于 他 (她 ) 们 的 努 
ЯД, ЖЕЛЕ ихняя. 

由 于 作者 水 平 所 限 ， 错 误 在 所 难免 ， 热 忱 欢迎 读者 提出 宝贵 
意见 ， 谢 谢 ! 

作 者 
1990.9. 
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第 四 章 ”实数 阶 СОБОЛЕВ 空间 和 迹 空 间 
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第 一 章 广义 函数 和 Fourier 变换 


本 章 从 连续 函数 空间 人 手 ， 建 立 广义 函数 空间 ， 并 且 和 研究 广 
义 函 数 的 可 导 人 性 、 结 构 及 其 运算 ， 包 括 卷 积 和 Fourier 变换 ， 同 
时 给 出 了 用 途 很 广 的 磨 光 算 子 ， 平 均 函 数 及 单位 分 解 定理 . 


$11 记号 和 说 明 


R" б н Е Euclid 空间 ，x = (x1,x2,…,x，) 表示 R" 中 一 
个 点 ， 其 内 积 和 范 数 分 别 定义 为 


(х,у)= Ужу, xË = (xx), УхуеВ" 
imi 


车 x,yeR"， 则 点 x 和 y 之 间 的 距离 为 
dist(x, у) = |x — y| 

车 G 是 R* 中 的 一 个 集合 ， 则 点 xeR* 到 G 的 距离 为 

dist(x, G)= nf dist(x,y) 

车 G、 所 是 R" 中 两 个 集合 ， 则 集合 G 和 五 之 间 的 距离 为 

dist(G, H)=inf dist(x,H) 

EAER 中 一 开 集 ， 则 称 之 为 区 域 .又 如 G c R', М 
MG 表示 G # R" ЮНЕ. IG c Q RG 是 R* 的 紧 子 集 ( 即 
有 界 闭 集 )，. 则 记 为 G = cQ. 如 果 w 是 定义 在 G 上 的 函数 ， 则 
集合 {xeG: u(x)# 0) 的 闭 包 定义 为 wx 的 支 集 ， 记 为 


supp u = {xeG : u(x) #0} 
如 果 supp ис cQ, MRa RARER. 


Я әп 表示 Q ER PHAR, MRENA, Кое 
= В" = {xeR":x¢0} 是 0 的 补 集 .- 
Й а= (а, &:, = йл), АЕ 
数 ， 所 有 这 些 向 量 的 集合 ， 称 为 n 重 非 负 整 数 空间 ， 记 为 Zx, 


Во 为 严重 指标 ， F орет, WAE jal = Ха, «+3 (а; 


+ Вак + Ва," „д + Ba). ШЖ x < Bi = 12," л, акр. 
ЖА а!=@\! «1. 而 且 如 果 z < p, Дд 
Ab = (f! В2, (Вп 
Qip- 可 С O "О „) 
#2є2% , 则 用 x" ЖИН MEAR -—- "у 
地 ， 对 于 1<j<n, А 


ax = af өзә", Ка, = ж 
ВС ER BRO Dy =u. = 
ХРЕН а ЕТ Айы, S Ель 


(иу) = У ( рг» Уо) 
. <= 


$12 连续 函数 空间 


设 Q 是 R* 中 的 一 个 开 子 集 ，aeZ" ，m 为 非 负 整数 . 
集合 C"(Q) 是 由 定义 在 0 上; 并 在 上 连续 上 且 具 有 直到 т 
ИЕ КИЕРИ f (al <m) 的 函数 7 组 咸 ， ， А 
ЖАС" (О) н C" (Q) 让 这 样 的 函数 г: f 及 其 直 
到 m 阶 偏 导数 2" fla! < m) 均 在 内 上 有 界 和 一 臻 连续 . ШЖ X 
范 数 为 i 
П се = „тах. supll (1.2.1) 


С" (BQ) 是 Banach 空 间 . 

通常 用 C(Q) 表 示 CoQ)，C(0) 表 示 C*(Q). - э 

С»(0) 是 由 定义 在 A ИЛИ. 
地 可 以 定义 C3(0).C#(0) 是 Banach 空间 ， 其 范 数 的 定义 
与 C3( 人 3 的 相同 . 

如 果 0<4g1， 定 义 ci с-@) 的 子 空 间 ， 它 由 
C" (6) 中 的 这 样 的 函数 了 组 成 ; 对 于 0< le| <от, f EAR 
满足 指数 为 4 的 Hoelder ЖА, MEERI с, 使 得 

la" Ax) — ә*Ду)| < clx — y|? Mayen ú 

如 定义 范 数 为 


Л] сы i @ = ІЛ се + тах ЩЕ 7 022 


0< |а| Gm ayca y 
x+ 


ШС” (О) 是 Banach 空 间 ， 称 指标 为 (wm 的 Hoeldcr 空 间 

如 果 0 是 有 界 区 域 ， 下 面 两 个 众所周知 的 定理 对 于 确定 
cA) 的 子 集 合 的 稠密 性 和 紧 性 提供 了 有 效 的 判别 准则 . 

定理 1.2.1 (Stone — Weierstrass 定理 ) НОЯ R" 中 的 有 
界 区 域 .如 果 СО 的 子 集合 4 满足 | 

(D 如 果 f€ A B cEKK 为 一 数 域 . 则 Аа, f s fü cf 都 
属于 A; 

(2) 如 果 fE4， 则 JE4， Кули; 

(з) хуей, хи y ESEA Лх) эё Ду); 

(4) 如 果 xeQ， 则 存在 fe 4， 使 得 fx) #0. 

那么 4 在 C(O) 中 稠密 . | 

推论 1.2.1(Weiersgtrass) О E Е" 中 的 有 界 区 域 ，/ 
eC(Q)， 则 对 任意 一 个 2>0， 存 在 一 个 多 项 式 Р(х) 满足 

| I/— Р|с@ <= 
ЗЕЯ 1.2.2 (Ascoli— Arzela 定理 ) 设 只 是 及 * 中 有 界 区 


一 3 一 


№, СО) МУЖА 4 在 C(Q) PERR (ШЖ) M, 如 果 4 
满足 : 
(1) 存在 常数 M$: ,使 得 对 一 切 /4 和 xeg， olem; 

(2) ”对 每 个 >%w0， 存 在 :5 0. НН лел уе 而 
H kyls, Лх) -f< e. 


$ Cen) = ñ С"), тла хятан 


meg., xt дыша = > хи, 


全 休 .C=(0) PREZ ARIASI UEO: EER. ТГ 
LE X С=(В^), 把 GER’) 中 的 函数 在 О 上 的 限制 所 得 的 函数 
ERRA CR" Q), P . 
C” (К*,0) = (и: u= vla veco} o 
BR., COR", Пус C* (0). 
”定义 C,Q)=(/eC(O) supp fe E 

. . С2@) = (feC=(0): supp Де < 0). | o 
XWA CT, CPR’). IEIR уак o. 所 
得 函数 的 全 体 组 成 CF (R", Q). 

f 为 了 以 后 的 讨论 ， 这 里 给 出 c=(n) ИХ. жа 
是 由 C* (Q) 中 的 部 分 元 索 组 成 的 集合 ， .如 对 任意 给 定 的 整数 m 
2ОНЖЖ K cO, ЗЕРЕН m fl K ЮЖ с > 0, 使 得 | 

| laryo] < сие» «| < т Мел, xe K. 

则 称 4 是 C*() 中 的 有 罚 集 合 . 
相应 地 ， 集 合 4 在 с? (а) У Кс, 
使 得 supp рс K, yE A BVaeZx, ‚ tex с, 使 得 
jay < cu Vxek, муел. 
设 "为 一 正 实数 ， изо тта, 则 定义 . | 


и: |, ах < 0} + (23) 


{ЕТ (О) 中 ， 把 两 个 定义 在 2 上 九 乎 处 处 相等 的 函数 uY (х) 和 
4u2(x)( DE Q 中 除去 一 个 零 测 集 之 外 ，u1(x)=w2(x)) 称 为 是 等 


一 4 一 


ft. 810) 中 的 元 家 是 消 足 |。 lulrdx < о ыы 
价 类 .其 范 数 定 X 为 = — | p 
| ма], мер» 029 
ДЇ 1,® (О) 表示 在 PRE > ЛОН УИГЕ А 
$ и(х) @.жиє1,®(0О), 则 存在 个 常数 a (上 与 :w(x) 有 关 ) 使 
得 |w(zj| < < 开平 处 处 成 立 .定义 其 范 数 为 ， и 
{и -ao = css $ир|и(х)| = inf(c:lu(x)| < КЕ (1.25). 


$13 检验 函数 空间 


1° 引言 “在 分 析 领 域 ， 古 典 函数 已 不 能 满足 实际 的 需 
要 , 例如 偏 微分 方程 的 解 ， 已 经 不 能 为 古典 本 数 所 描述 ， 许 多 物 
理 量 也 不 能 为 古典 函数 所 刻 划 ， 这 就 需要 扩大 函数 的 概念 .广义 
函数 理论 从 此 被 建立 起 来 , 完整 的 广义 函数 理论 是 由 Schwartz 
等 人 建立 的 ， 它 是 作为 泛 函 而 被 引入 的 . 然而 应 该 选择 怎样 的 函 
数 空间 ， 使 得 在 它 上 而 的 线性 连续 泛 函 可 以 作为 广义 函数 呢 ? 

首先 考察 L?(0) 空间 ， 由 Ricsz 表示 定理 知 对 于 工 ?(Q) 上 的 
任 一 线性 连续 泛 函 Te(Lz(Q)) 1.20) МНН), НЕ 
的 函数 veLz(Q)， 使 得 对 于 任意 ve L2 (Q) 有 <iy> = (u,v) 
= | dx. БО, 1200) 中 任 一 函数 ， 可 以 利用 上 式 建立 一 
个 Laz(Q) 上 的 线性 连续 泛 函 . RRE L0) M (L0 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 的 关系 . 由 Ricsz 表示 定理 知 ， 这 种 对 应 关系 实际 
上 是 等 距 同 构 ， 即 азор = tula. 这 说 明 ， 如 我 们 
W (LO 中 的 元 素 作为 广义 函数 ， 则 没有 扩大 所 研究 的 函数 


的 范围 . 
其 次 考察 Lr(Q) 空间 ， B 0 是 有 界 区 域 ， PP>2. 在 定 
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231 1 由 将 会 看 到 L” (0) SRIAN 0 аа) HAFEN 
构 关系 ， 记 为 LO xL” (0), HRI pË p =. - 
Ж:р>2, # 1 <p' <h; H Hoelder жаў И ГЕЙ, W-u 
ЕТ? (0), м ue L” 《D) НЫЙ. (H y Z ма А Ти 
г йй лур ера RY = sax} o 
зи, ина EGP беж зге, 1 ЗЕ 
ЕИ УЕН АН LQ). ос л Зет 
最 后 ， 考 察 由 | 
Ку) = 0) мес (0) 
ВЕР а, Ж BAR Dirac Ж, A 
т > =), | 
T = [родным ее. 
ЗОНЕ, RERA С, (Q) 是。 事实 | 
Е, 令 Wilx)eCa(Q), ВВ ` ` 
i Сека +0, ^ Уп. : 
янага ду, у= Шаў, O- 0; 所 以 ду) юзин. ñu; R 


DREA Ла ло). 使 得 | 
(омода = у) Муесь(о) 
ERMINE, REENE аатай 
лив С, 
<> ный мес) | 
其 中 om 是 R* 中 单位 球体 积 ， 以 及 
го.А") 1 |x] <À 
569 ={ [х| > Л 


由 中 值 定理 ， 有 | 
[ооа = (д 
其 中 ¿e p.(0).B,(0) 表示 中 心 在 原点 ， 半 径 为 由 的 团 球 . 显然 ， 
hO, 20, Ж Ша <д4> 00) = <бў>.Ы 
此 ，5 可 以 看 作 泛 函 序列 б, 在 某 种 意义 下 的 极限 
”由 士 述 分 析 ， 不 难看 出 ， 函 数 空间 的 性 质 越 好 ， 则 在 此 栈 数 
空间 上 所 定义 的 泛 函 就 越 多 ， 其 对 从 空间 就 越 广 .我 们 把 定义 在 
一 些 特定 的 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 广义 函数 ， 而 这 些 特 
定 的 函数 空间 称 为 检验 函数 空间 . 
_2° .检验 空间 C“ (0)，C? (0) 以 及 空间 E(Q)，D(Q) 
Cn(Q) 在 加 法 和 数 乘 运算 下 是 一 个 线性 空间 . 
对 于 QQ 的 任 一 紧 子 集 KK 和 we ZZ ， 定 义 半 范 如 下 ， 


pkm (f) = max supla“ /x)| муе C" (Q). 
于 是 С"(9) ЕТ w 
2 Е" (0). 在 这 个 空间 Е" (Q) 4, limfa = /就 意味 着 在 0 的 每 
一 个 紧 子 集 玉 上 ， 对 每 一 个 xeZs,， |а| S m, liməs f, (х) 


== 2“ x) 一致 地 成 立 . 

可 以 证 明 E"(Q) 是 一 个 拓扑 空间 . 

.对 于 С=(а) 空间 ， 可 数 半 范 族 U xm} = 0,1,2,- J) 定义 
T с=(0) 上 的 一 个 局 部 四 拓 朴 空间 ， 记 为 E). KM im fa 
二 了 就 是 在 QQ 的 每 一 个 紧 子 集 天 上 ， 对 每 一 Faezh, |а] 
< с, 有 1lim az f, (x) = ә* f(x) 一 致 地 成 立 . 

Ся (9) ЕЯ Р 个 线性 空间 ЕО Е 


—Ж РЖ K, 设 Ce (Q)= (feC2>(0): supp Ге К). Е C# (Q) 上 
定义 半 范 族 


Рк„(? = sup |ə°f(x)|, m < о. 


Іші< м хек 
于 是 C& (0) 成 为 一 个 局 部 凸 拓 朴 线性 空间 ， 且 当 K, S K; 
у, Ср(О) ЮУ СР (О) 作为 C% (Q) 的 一 个 子 集 的 相对 拓 
扑 是 恒 同 的 . ДАНЕ CP(Q)( 这 里 取 遍 Q 的 所 有 紧 子 集 ) 的 诱 
导 (或 归纳 ) 极限 是 一 个 局 部 凸 线性 拓扑 空间 . 用 这 样 的 方法 
把 C3 (Q) 拓 朴 化 后 记 为 DO). 在 空间 D(Q) tP, ЖЖ lim f. = f 


意味 着 满足 如 下 两 个 条 件 : 1 存在 内 的 某 个 紧 子 集 K, (Е 
14 зирр/< K FI supp/, с K(n = 1,2,…) 以 及 2 对 任意 的 微分 
AF, EN fax) E K Е ВОВСЕ ә" Дх). (а) 在 广义 
函数 的 定义 中 有 重要 的 作用 . 
дл _ jexp(|x2—- 0-1 jx < 1, 
өп Ф004, 当 |z| > 1 时 ， 
- 则 yeC2F(R*)， 而 且 suppyc {x : |x| < 1} = B,(0), ВЫ x =0 


为 中 心 ,以 1 为 半径 的 闭 球 . 引信 规格 化 常数 c= | „Ух 


后 ,如 记 | 
a(x)= (x) / с 
WA a(x)eC> в”); в. О )4х = 1;5ирра(х) = В1(0) ИЯ «(х) 
> 0 `ZxeR'". 
例 2 МЕЖ, ИВ (0) = {x:|x| < RH 或 简 记 
为 3a), 则 函数 | 


1 |x| < В 


称 为 也 "的 特征 函数 ， 
Ф Bam | но дада = | хав да 


мас савана ва пряди яч Абылдан а. ` 


显然 ，B r(x) 是 特征 函数 xr(x) 在 以 x 为 中 心 ， 以 R 为 半径 的 
球 内 的 带 权 平均 函数 ， 因 为 xa(x) 和 a(x) 都 具有 紧 支 集 ， 所 
以 Bx(x) 是 存在 的 ， 又 通过 积分 号 下 求 导 ， 容 易 证 明 
Br(x)eC?(R*)URsuppha(x) с Ba. i;ña(x)= 1,%ёхє В. 

引 理 1.3.1.C2(R“) 在 C=(R“*) 内 是 稠密 的 ， 

实际 上 ，Yy(xz)eCco(R“)， 和 构造 函数 序列 省,(x) 
=В„(х)ф(х), ЖЕ В, (x) 与 例 2 中 定义 的 相同 . Шу, (х) 


ЕС? (В"), Н 
vx) М х<пв-1 
и.) = {оп 
因此 ， 当 n— co 时 ， 在 了 "的 每 一 个 固定 的 紧 子 集 关 上 ，yY (xz) 
= y(x). 从 而 按照 C” R) 空间 的 拓扑 ，yYns(xz) 一 水 (x). 
Из а(х) ЖИІ НЕХ. Фу, (х) = alx —n, 
X2 Xn) ДЧ л оо Ш, у(х) 的 支 集 趋 于 无 限 远 : ВСЕ В" 
内 的 任 一 紧 集 上 ， 从 某 一 个 ” Е, Ну, (х) = RCR”) 
空间 的 拓扑 ，yYs(z) 0. 另 一 方面 ， 由 于 所 有 的 岁 s(x) 的 支 集 不 
可 能 同时 包含 于 R。" 的 一 个 紧 子 集 K Е, МЕ CF(R") 空间 
的 拓扑 ， 也 有 ww.(x) 一 0. 
51181.32 车 人 2 为 开 集 ， 则 对 任 一 紧 集 Kc cNn, fF 
在 V(x)eC?(R"), 使 得 0 < у(х) < 1МхеЙ; зирру(х) со Ц 
Ж ф(х) = 1,Nxe K. 
W: 记 d = dist(K,20) > 0, Xie Q, = (xeQ:dist(x,2Q) 
> h}, ЩЧ K c Qu. 作 函 数 | 
yl YixeQ 1/2 
Фе) -% М хз 


以 及 函数 y(x) = Г. ф(х — уаа (y)dy, 这 里 os) 同 例 1 中 


定义 的 ， 即 | | 
шу, (= { Cexp(|x|2 — d? 7 16) -13 Ис \х|<а/4 
9. x|x|z 4/4 
л парра и(а) = Вит) ш у(х) МЕХ, ЯЗ у(х) 
б ухек pf: у(х) =0, Ух О аа. 在 积分 号 下 求 导 ， 可 
на Z 4 Жа БЫЗ. -6<а<4, З В, A В, = 分 
别 是 两 个 半径 为 4 和 4 一 a 的 同心 球 ， Я Е Е Ж ү 
eC>(R"), 使 得 (1) suppe В; (2) ЗЕ B. -. E, W(x) 
=1; G) 对 所 有 ое ,lasy(x)| S.c(a,n) ° а-"\ хе”. 
: 证” 设 z 是 半径 为 4 一 (ay/3) 的 网 必 球 的 特征 函数 ， 定 义 
E a= |, ay ` 


Ва -6=/ 3 
ГАНБЫ 


а AYME 
F|. o. оо 
其 中 5=a/3. 显然 suppy © B4. FHE В,-, Бу =1. 
Mis <, 有 Н 
° aa (x—yY, ` 
monan nana CNO 5 
al 


= (ду! „Оа <с0 ma 


如 此 类 似 地 证 明 下 法 ， MTRO). 证 毕 . o 
3° ЗИ”) 
,定义 1. 3. І 设 定义 在 RR" 上 的 函数 йе а). f(x) 


єС= (В" у, D НЕ z, BeZ”, 有 lim lata x)= 0, Г 
Ж Лх) 为 急 降 函数 (икра ант ). 
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әүа(® му) / 8" 


#45 ШЖИЕСЯ(Е ЕН. 

-定义 3.2 “所 有 在 元 穷 运 处 急速 下 降 的 'C= 人 (R“) 中 的 本 . 
数 ， 组 成 急 降 函数 空间 ， 记 为 S(R"). 在 S(R") 中 引入 函数 的 和 由 + 
及 函数 同 复数 乘法 的 代数 运算 、 并 且 定 义 半 范 族 如 下 ， 


рь) = гр|хә' Л») | Ма. BeZ* 


在 这 个 半 范 族 确定 的 拓扑 下 SR) и вране на 
间 ， 记 为 S(R"). 在 空间 SR 4, limf, = /意味 着 对 所 有 


的 a,BeZ, xaf fa) х*әЁ](х)(л o) К" 上 是 一 致 的 . 
定理 1.3.1 ИЕ. 1.3.1 годнае 
之 一 等 价 : i ai 
(1) SzajfeZ", XIR) 在 Re 上 一 致 有 界 : ' 
(2) У ег, keZA, ‚ (1+ [xlt f(x) ER iR 
有 界 . 
”证 : аи (AXPER 上 有 
界 .反之 ， Жуа Ве2%. ху, X | 
х%ә*#/(х) = ( һәи), АЕ Ух #0 


ИН хха f(x) ТЕ R" ЕЖЕ хх) > 0, мА 
— o. 故 得 定义 中 条 件 (2) 与 本 命题 (1) 等 价 ， Li 
хк 4112 > 1 时 ， 有 
Лара Бә» «24а ок 
因此 (1 +) taf ER ЕН Ух“ 2! ДЕК" FANAWqAEP. . 
例 6 ехр(— |х|2)е5(8") 
事实 上 ，x*25exp( 二 |х|2) 都 是 形 如 c x expl- э 项 之 
#l."4|x|— о 时, exp( 一 |x|?) 比 x 的 任意 次 各 更 快 地 趋 于 等 . 
所 以 ехр(— |х|?) 在 无 穷 远 处 是 急 降 的 . 
利用 3 1190308, ЛИ < m 的 导 算 于 可 写 为 
= 


Р(х з) = У а„(х)ә* 
б) = У а бән 


其 中 а, (х) 是 定义 在 Ra. ARATA ENANAR. акк, ада) 
ЖЕМИ, 简 记 为 1. i 


т Ро) = у. а.2* 2. 


定理 132 ` Ë PO) ж-на. Q0) 是 一 个 
常 系数 的 线性 导 算 子 ， 则 下 列 条 和 伞 是 等 价 的 : C 

(1) ESGR 13 | 

(2) YP(x), QO), ККУУ 

O \ЕР(х), 0(2), Q 0(@ХРх)Дху)є&(Е^). в 

证 因为 P(x)QO(ə)f 可 以 写成 形 如 定理 1.3.1 中 xat f(x) 的 . 
线性 组 合 ， 所 以 由 条 件 (1) 推出 (2) 是 显然 的 . 又 由 条 件 (2) 显然 
可 以 推出 条 件 Q). 

H Leibniz 公式 容易 知道 QC)P(x)Ax) 也 是 хч?) 的 线 
кше. Тана) 可 得 条 件 (3). 而 由 :(3) 推出 (1) 是 显然 
的 E. 

定理 1.3.3 下 述 包含 关系 成 立 ; 

CFR) ев") ECR”) 
НС?" ) 是 SR*) 的 一 个 称 密 于 空间 ， SR 是 стае) 的 . 
一 个 稠密 子 空间 . о, 

证 由 引 理 13.1 知 CP (R) Æ COR) НЮ. 所 以 
ŠR") Е CoR) 中 稠密 .下面 证 明 C? R) ESR) НЙ. 
任 取 /jeSGR Æ CPR” PEER уд, 使 满足 ЕС) = =. 
міх < 18. 

S flx) = peN) 则 有 AKCoecz а a 

f(x)— Ах) = (ах) — Df) =0 Ух < 1⁄8 
对 任意 固定 的 ,peZ4 ， 由 Leibniz 公 式 有 


sup|x/ə* (,(х) ~ Хх) = sup|x?ə* (ex) ~ DADI 
= sup Y (02 б) – Dera | 


<} ps upto (ех) = 0) [вир жәе = Л). 


- E ‹ в А 


~ 


+ -upjwea 一 0 xi nl. 


шй 520, 则 有 т 

| suplar (Ylex) — Тени 

如 果 y=0， 则 有 
| sup| (Vex) = 1)х#2*Дх)| 


( (єх) 一 
РГ ix 


Peraro 


< 1+ sup ане) 
. sup|(I + |x|?*.)x#ə* f(x) Шр 
注意 到 ŠR), EMIRE PAKN, — 
sup|x!ə* (a(x) — Жх))| — 0 Ма.де2%. 则 按照 S(R") 的 拓 


М, ло) ESR") PERF fa). 证 毕 . 

实际 上 ， 在 这 三 个 空间 的 拓扑 中 前 一 个 花 后 一 个 强 ， 即 由 
前 一 个 空间 的 收 和 伍 性 可 以 推出 后 一 个 空间 的 收敛 性 . 例如 ， 
Ш{ф„}=Сг@"), BEDR) ЮРЕ. у, 一 0. 则 suppy。 


сК(п= 12), ЖЖ НЕК Е Аве, > 
supja 示 ,| 一 0 -E WERE A oplata, КЫ, 
VaeZ5. X Hik, ЖЕ КЕ 0, BA suple] > 0 a, 


， 此 即 在 S(R") 的 拓扑 下 ， Yn 0. EFT SR" ETAR, 

жЕ E(R") МЕНЕ, У, 一 0 是 容易 的 . ERARE. R 
们 有 时 称 拓扑 空间 DR") ЯП S(R" ) 之 闻 存 在 着 连续 媒人 的 包 合 
关系 ， 则 定理 1.3.3 可 以 改 述 为 ” O № 

定理 1.3.4 下 述 连续 媒人 的 包含 关系 成 立 

_ рю SR с Е’). 

213.5 3 < p< o ASR" )c Lr(R °)... 

证 %/є8(Е"), 有 +. 

[ia |та + р -ern речах 


< (зира + |x|)#*nf =], ü + |x|) тах 


м. (1+ [0 -0+ dx < со, 所 以 feLr(R*). 证 毕 . 
$14 J X68382 : 


1 ° Da) 广义 函数 

гхаёбітлемакен-ннеетаиілӣ. 
为 此 必须 首先 定义 空间 D(R) 的 拓扑 对 偶 ， 

ETH D(Q) 上 的 线性 连续 泛 函 ， PETTA | 

а) ЖЕ SEDM), НЕА TA 或 记 为 <T， РН 
之 对 应 ; 
Q) Wa AEK, куж. Ху, AEDO). М 


DERRATE: О _ 
. (3) ， 如 在 空间 D 的 收敛 意义 (К), Я 
lim —T,f. > = <Т,/› > (Hf. — 7) 


即 泛 函 是 连续 的 . 

定义 1.4.1 D'(0) 表 示 D(0) 上 所 有 连续 线性 泛 函 的 全 体 
DO) 中 的 每 一 个 元 过 称 为 广义 函数 或 分 布 : 

MR TEDA. FEDA), WETA ALEK 7 在 检验 
KA /处 的 值 ， 有 时 也 记 为 <T， 户 ， * 

HT. Т,Є0'(0), «ею -到 为 一 数 域 . 则 Ел 
的 加 法 运算 和 元 过 与 数 的 需 法 运算 定义 如 下 : . 

<Tit7 > = <Ту>+<Т\>. Му Єй) 

<aTy> =а<Т„ >. . AC DO) 
MEREEN TtT aT 都 是 DGD) 中 МЖ, 那么 D (DI, 
为 向 量 空间 ， 

рп). Бае ARRENA ҮҮТ takime 
是 由 与 СОЖ — Е 

p (T)= <T, > 

所 定义 的 ， 这 里 УЕ Со (О), тє D'(0). 

я И ӘС 0 “ТТТ, EC =Q). 数 
Я <T V> KAF 0. 

而 DO yú K F lJ {тра ЖР 0 * H 4 3 数列 
{< Ту > НЕ C”(Q) 的 每 一 个 有 界 集 上 一 致 收敛 于 0. 即 Do) 上 
的 强 收敛 是 在 С (О) ЕСО. | 

例 7 设 / 是 Q 上 的 局 部 可 积 函数 ， 即 在 内 的 每 一 个 紧 
子 集 上 可 积 (在 Lebcsgue 意义 下 ). 则 由 


<Try> =| fdr: ера) 
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可 义 定 义 D(Q) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ， 用 туз Т, НИИ 
是 显然 的 .现在 证 明 T, 的 连续 性 . | 
ВУ Е D(Q) 中 收 化 于 Ww， 于 是 存在 一 个 Kc cn， 使 得 


зиррбу„—)с K R. 
IT. — Тай = |] „Лә. 94| 


= Г „лу. 一 фах < «ру, _ vif ах 


因为 lm suply. 一 | о] ldx < + о ату у, = 
Туф 册 而 了 /是 D(a) 上 的 线性 连续 泛 耳 
者 用 LL (ото 上 局 部 可 税 函 数 全 体 ， 则 To) 中 不 局 
的 元 素 ， 产 生 的 广义 函数 也 是 不 同 的 . 
显然 СОМ Е, ТРО <р<ор) Ж, Жу Q 
上 的 广义 函数 .在 $ 13 中 引 人 的 5 函数 也 是 DGQ) 中 的 广义 函数 . 
定理 1.4.1 一 个 线性 泛 函 TÆ DO) 中 的 广义 函数 ， 当 且 
仅 当 对 每 个 紧 集 工 <Q。， 存 在 常数 <>0 和 正 整数 m>0， 使 得 


|<T,>|< c вир[ә* (| Меса) +  (L14.) 
а <а хей . 


ЖЕСР(0) = (feC>(0): зирр/с К} 
证 用 反 证 法 证 明 必 要 性 .如 果 T€ DQ)， 而 (1.4.1) 不 成 立 . 
出 可 以 找到 一 个 序列 {yw}cD(0)， ME шрру,ск ША ' 
| <T >|>n supla“ у. (5) | | 
№ <=" 


2. (x) = to _ 
лар, „(х)| 
| a 


则 有 suppp。(z) < 天， 并 且 对 任意 mm< n, Ж 


зир әу (х) | 
mplzgv(xjl< ——— «150 (n> co) ` 
lajem пзир|2*ф (~) | | 


ае, 


因此 在 D(O) 空 间 中 收 伍 的 意义 下 ，9 (xz)-* 0. 但 是 另 一 方面 ， 
|<Т, Фф. >|>1, ЖУТер(о)ЖЈЯ. 

充分 性 .若是 DGQ) 上 线性 泛 函 ， EREU .4.1) 式 .要 证 明 
TEDO), IE T HERI. # CetD) 中 任 取 序列 у» EZE 
D(O9) 中 收敛 于 0. 由 定义 知 存在 一 紧 集 Kc <Q， 使 得 suppy,c 
K， 对 于 这 个 K， 由 假设 知 存在 c 发 整数 m>0， 使 得 (1.4.1) 式 
成 立 又 在 DO) 中 一 0, АШТ ° 

зир[2* у, (1-09. 
ра 

ЦА <Тұ,> 0, 此 即 了 的 连续 性 LN 

应 该 指出 ， (1.4. I) 是 一 个 不 易 验证 的 条 件 . йа 
ау LERI, REER LER FARE, Ё 
是 用 Cs(O) 中 收敛 序列 来 猫 述 的 ， | 

定理 1.4.2 TeD'Q) 当 且 仅 当 对 Cr Ф АИКТ 0 
WEN lp} BA {< Тр, >} РО. 

证 Тео), Хо ДЕ ри 0 的 一 个 序 
Я, МН D(O) 中 收敛 的 定义 知道 存在 紧 子 集 和 <Q; 使 得 pk 
С? (О)(п > ok СР(О) Н po 一 0 成 立 . 因 为 了 在 Co(Q) 上 连 
续 ， 所 以 在 CE 上 连续 ,于 是 有 

ЭЩ n— coll, <Т, Q >—0 _ 
反之 ， 必 须 证 明 С? (О) КНИА ГАЙ. БК. 


С ек,е-=к„ co RRB A= Ü KE, 成立 的 有 的 紧 子 集 所 组 
成 的 一 个 单调 增加 序列 ， 只 要 证 明 T 在 每 一 个 子 空 间 Cp (000 


=1, 2, +) 上 是 连续 的 , 利用 反 证 法 ， 假 设 存 在 基 一 个 指标 jo. 
使 得 T 在 СЯ, (Q) 上 不 连续 ， 那么 就 能 找 出 СХ, (Q) 的 一 个 函 
数 序列 {pa}, CE СР, (а) 内 收敛 于 0， 但 数列 { <T, >} 
КЖ. 因为 嵌入 СР. (0) CPA) 是 连续 的 ，{fg。} 必 
在 C?(Q) 内 收敛 于 0， 于 是 {<T,9。 >} 必 收 伍 于 0， 故 得 巴 
М.Е. 

2°впу АШК — | 

和 D(Q) 上 线性 连续 泛 函 一 样 ， их EU) 上 线性 连续 泛 

RH EA), EE ER HIR. И 

定义 1.4.2 вожан анай во). 
Т Т 

由 于 定理 1.3.4，DGR ЕН, 所 
以 ЕО) ЛЖ, ИЖЕ DQ) 上 的 广义 函数 ， 以 后 将 
会 看 到 EO) 中 的 广义 函数 都 是 О 上 具有 列 紧 支 集 的 广义 函数 .， 
| во) ЕКЕЛШ. 它 与 роу 
概念 是 一 致 的 。 .所 不 同 的 是 这 里 讨论 的 检验 空间 是 CA. Й 
如 ED) 上 的 强 收敛 是 在 Ce=(Q) 的 有 界 集 上 的 一 致 收敛 . 

.与 定理 1.4,1 类 似 ， 我 位 有 、 

定理 1.4.3 T€ EX) 当 且 仅 当 存在 常数 c> 0, РР т> 
0, Ов ТАА Kca, ,使 得 о 

.|<T, >| < esup|ə*o(2)l,. мов С). | ‚ (142) 

аа А шч» 


Е K, cK, < --K, < == пава ўхоахна 


的 紧 子 集 所 组 域 的 一 个 单词 增 序列 ГТГ Кеса, № ` 
A N FEE, 818 n > N 时， K < K,. 
М Te Et(Q), М (1.42) 式 不 成 立 . 则 对 任意 的 ww эйту 


找到 P.a e E(Q), 满足 


[<Т,Ф„ >|>п supl o) | 
| | ме он 
в 77 jije A0 
| nsuplzcgua| | 
` | М. | ` 
Wav, (x)e E(0). 又 对 任 一 聚集 KK < n, Е п ЖАМ, К 
сК,. 所 以 对 任 一 严 ， 必 有 | 


| sup lə° ЖШ 


порчу. «о ‚(п = со $) 
ш f пвир]а*ф„(х)|.. ， 
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因此 在 EO 空间 中 收敛 的 意义 下 ，vy， 09-0. аяти 
| <Ту,>|>1, ЖЫТеЕЕ®ЖЯ. 
KZ, # 了 为 ВЕЯНИЯ. 4 э, җи 
ERK, Е т, 使 得 ， 
| <Т,ф„ >| < овен 


“сы 


MRE E(Q) 中 9 一 0， 则 上 述 不 等 式 右 M F 0, К 
|<Тю„>|-+0, ТЕЕ ЛЕ. 
例 8 每 一 个 有 紧 支 集 的 局 部 可 积 函 数 f. в. 
<Туф> - [7 фах | pe EM) | 
定义 了 E(O) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 Т. WERKER, :只 要 
HERR Ф-— < Т р> E C”(Q) 上 连续 即 可 .， 
若是 9 的 一 个 紧 - 了 集 ， 又 车 жай K 内 的 
所 有 可 积 函数 组 成 的 空间 ， 则 可 以 证 明 
| LHO) с E'(Q) 
特别 C8 (0)(m > 0) 都 是 EO) 的 子 空间 . - 


Я9 广义 函数 5 属于 E0). 

3° SR 组 增 广义 函数 

如 同 DC(R9 上 的 线性 连续 泛 函 一 样 ， 也 可 以 定义 急 降 函 数 空 
间 SCOR93 上 的 线性 广 续 泛 函 . f 

定义 1.4.3 SCR3 上 所 有 线性 连续 泛 函 的 全 体 所 组 成 的 集 

， 记 为 S(R”)，S‘R”) 中 的 元 素 称 为 组 增 广 义 函 数 . 

全 SR 上 的 公交 也 分 收敛 和 强 收 敛 .和 DR”), ЕВ") 
В, (В) аа (Кт) Я ЕО — sk k. 

A 是 由 SCR”) 中 的 部 分 元 察 组 成 的 集合 .如 对 任意 的 a，PE 
7", BERRET a 和 的 常数 са. В), 0019 

"apl <el) YoEAxXER' 
则 称 4 是 S(R”) 中 的 有 界 集合 . 

我 们 可 以 给 出 SAR) 中 强 收敛 的 更 精确 的 描述 : SRKI 
KFI ТЖ 0 当 且 仅 当 数列 {<T7 9>} 在 SQR") 的 每 一 
个 有 曾 你 上 一 致 收敛 于 0 

定理 1.4.4 设 1<p<sce， 则 有 ГВ”) < S'(R” 

Е iW/CLGR HB ` 

<Ть ф> -f f фах \Уфєё(Е з) 


RE T Eh ГЕ 5089 0096Ж. по, 
现在 证 明 T Æ S(RD) 上 的 连续 性 、。 ` 
(1) 1< p<ee. 设 {p,} 在 SR 上 收 伍 于 pg， 对 于 任意 一 个 1 


>1, # | 
о.е 


‘dx 


-p0 + |х|) 6+» 


< n + кре, 一 o)l} '[. нт) 


注意 到 p, ESR). o2,€ Š(R°), Ш mco 时 ， 上 述 不 等 式 右 端的 


第 一 个 因子 趋 于 0; 第 二 个 因子 有 界 ， 所 以 
| lmtp — olin 一 0 


“利用 Hoelder 不 等 式 ， 有 


| <T iEn > — <Туф>| = 


Í. fe. — pdx| 
& ul ow" TE 一 gol. a. А 
其 中 1/pt17 Y= ly > LTRK 


lim| < Гуф, > ~ <Tr;, p >| = 0. 


FAT reS R”). 
(2) p=1. 因 为 
| <Trp。> 一 <Туф>|= | Де. 一 9)dx 


< зир|ф. — elf, [Лах 
E74 


ВАТ е5'(В") 
(3)р= oo. 因为 
| <Трф» > 一 < 了 pp>|s<s ess ЖОЛИ" — Ф|4х 


由 (1.4.3)(t= БИА 0, BT eS (К^). 

$ ARB, ЕЖЕ НУ SRPA 
增 广义 函数 ,证 毕 . | u 

”如 取 Ax)= x°, 3Za€ 71, ЖЕ 

| S <T;o>=] w pdx. YoeS(R") 
仍 是 S(R”) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ,从 而 有 =. 

引 理 1.41 每 一 个 常 系数 多 次 式 Mo 确定 一 个 级 增 广 义 函 
` 81 14.2 设 了 ES《R”)， 如 果 p(x) 是 一 常 系数 多 项 式 ， 则 
(1) PTE SRY (2). 和 如果 还 有 Р(х)> 0, М Т/ p(X)E 
SR’). 

тра 


设 fx) 是 一 个 连续 函数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 k>0, ИБ 
(+112747 AOE R 内 有 界 ， 或 者 等 价 地 若 存 在 一 个 多 项 式 
род, ВВ OSIP, YER ENER ЛЕ 
远 处 是 组 增 的 ， 

定理 1.4.5 ” 杖 个 在 无 限 远 处 缓 增 的 连续 函数 /确定 一 个 组 
增 广义 函数 . 

证 设 | 
<T> = | fods о  Мое8®”), 


我 们 有 
|<Тһе>|< |, ПА) обе» 


= [ава + 12) Сах 


<c| |(1+ 1512) 44 2ф(х)14х 


注意 到 如 果 一 个 序列 {9} 在 SCR” 内 收敛 于 0， 则 对 每 个 有 20， 
{(1+|x| 太 po} 在 L'(R") 内 收 全 于 0， 由 此 证 得 T ERE, 
ТЕ ЗЕ. | 

ЖЗ 1.4.6 广义 函数 空间 D'R’, SR, ERZ Е 
下 述 的 (在 强 收敛 意义 下 ) 连 续 典 入 的 包含 关系 : 

ЕВ") = $8’) 

证 W 158”), H TE св") аа а: .由 定理 
1.3.4 有 D(RIc SGR9， 因 此 ， 对 于 УСО, <T, p> 有 意 
义 .又 DGR9 的 拓扑 比 SCR? 的 拓扑 强 。 所 以 тв р") ЕК 
Ее, № T€ DAR9. 此 外 ЖАЙ ЛЖ, :对 应 于 
РЖ Ж, 即 不 可 能 有 S(R") 中 的 非 零 元 素 对 应 于 
р/в") 70.9970. ИЕ Ге S'R 0, w4 - 
AZ € св" <T,p> =Ü, :由 定理 1.3.3 50 CER") 在 SR 中 
ИЖ, Ж<ту>=0 Vy ERIAM Т 6 5008") ВЧ УС 
ж.ш НН JD R, 5708") Т 25 18), PMA SRA 

一 22 一 


AF D'(R3tR— ЕЖ, Ж SR)s<DGR) EIE E R”) с 
508") ЛЕ. 

这 个 定理 中 的 嵌入 E (R°) SRI ERP 的 元 素 是 一 
个 组 增 广义 函数 ,而 后 而 可 以 证 明 R/R) 中 的 元 素 是 有 紧 支 集 的 
广义 函数 ， 这 个 工人 说 明 所 有 具有 紧 支 集 的 广义 函数 组 成 了 
S(R9) 的 一 个 子 空间 . 

4° р 义 函 数 的 支 集 ` 

EX 1.4.4 设 V 是 0 的 一 个 开 子 集 ， T€ юр/(о).# 
<T, > = =0, хар € <=. дихат у LEP. | 

例 10 L R, 考察 Heaviside 函数 Ес 
车 x 20 
EOE 1 0 
因为 НЕЕ, 所 以 由 

«тайх = (000 Мес) 


定义 及 土 一 个 广义 函数 Tn 容易 验证 Ту ERNO, LET. 
更 一 般 地 ， 车 函数 fE RS NR A. 则 由 它 所 确定 的 广义 和 
数 在 同一 开 集 内 也 是 等 ， о 

例 11 ó 函数 在 R 改 {0} 上 都 等 于 零 . 

定义 14.5 我 们 称 两 个 广义 函数 S r€ D‘(Q) 在 Q 的 某 个 
开 子 集 上 上 是 相等 的 ， 如 果 S- 了 7 在 Г Е, WA 5=Т. 

引 理 1.4.3 设 KK 是 R" 中 的 紧 子 集 ， XW(OJ)(1<;< k) К 
的 有 限 开 覆盖 ， 则 存在 函数 o € Ce(R"), 使 得 0< p<1, 1<j 
<k, HEEK 的 一 个 他 城内 有 


1 


іеі 


证 (к) < /< 上) 使 得 Kic 01 以 及 


©, 
K< UK; 


р 


KE K, ЖК, АЕБ ал Фес (Оз), 使 得 0 


<, ТИМ K, Ет, = 1. 取 f | 

Фи = Фа, фу = (1 Ҹа) (1 1), j= 2. k. | 
ЭЯ (о) <; < k) 满足 所 要 求 的 性 质 ШЕ}. 

称 函数 集合 (o (1 < / « k) 是 从 属于 天 的 覆盖 (o) 
(1 & j < 上 大) 的 单位 C” 分 解 . 

引 理 1.4.4 设 {Vi}Ni€2Z) 是 人 的 一 族 开 子 集 ， 又 设 
T€ ОО) р V, LAO WTEMK о 

И = U Vi . 


上 为 0. 

证 ü oeC2>(V) HEK Eo 的 支 集 .因为 {Vi}(ieZ +) 
是 紧 子 集 天 АЕ, 所 以 能 选取 有 限 个 V, G= 1 ) 
覆盖 久生 可 构造 从 属 这 一 覆盖 的 单位 С» 分解. {P} < 
J < i,): 

p eC>s(V, ) 0 < V, <1, У, =1 `` 
于 是 | | 
p= Yo, 
因为 oYjeC?(V, ТЕТ, 上 为 0， 所 以 
Т(Ф) = р Т(ф\Р) =0 


又 由 o 的 任意 性 ， 有 7 在 ЕЯ ОЗЕ. 
SEX 146 广义 函数 TED‘(Q). 它 的 支 集 suppT ЖОЮ T 


为 0 的 最 大 开 子 集 在 Q 内 的 余 集 . 

等 价 地 ， 一 个 点 属于 了 的 支 集 ， 当 且 仅 当 不 存在 该 点 的 开 
邻 域 ， 使 得 了 在 此 开 邻 域 上 为 0. 换言之 ， 了 的 支 集 是 只 的 最 小 
的 闭 子 集 ， 在 这 个 闭 子 集 之 外 广义 函数 . 工 为 0. 

容易 证 明 下 述 结论 : ` 

(1) # уЄС (О), TEDO) EB supp ysupp 7 
=0, W|<T > =0: 

(2) 若 TE DQ).T 的 支 集 是 O WJ BF F, WE 
ф ЄС (О), HEEF 的 某 个 邻 域 上 p=y， 则 

<T, ф> = «Т, > 

下 而 的 定理 建立 了 两 个 广义 函数 空间 EOM D7(0)2 [в} у 
定理 147 设 Q 是 R" 内 的 开 集 ， RMA: (1) ЕОс 
D0)， 并 且 恒 等 映射 关于 强 拓扑 是 连续 的 ，; 

(2) Е(О)й ЖЕТЕ О 内 有 紧 支 集 的 广义 函数 ， 反 之 亦 然 . 

证 在 定理 1.4.6 中 ， 已 经 证 明 E (R") < D (R°), ДИН 
方法 可 以 证 明 E (Q) = DOQ). 

由 定理 ЗАНЕ Н ERRAIAK: D(9)cE(0). 
于 是 D(Q) 内 每 个 有 界 集 是 E(Q) 的 有 界 集 ， 故 E(Q) 到 DOA 
的 恒 等 映 照 是 连续 的 . 

最 后 ， 我 们 还 要 证 明 ， # TE EA(Q)， 则 了 在 Q 内 有 紧 支 集 . 
由 定理 1.4.3 知 存在 常数 c， 正 整数 т ЛЖ Кео, #3 

|<Ту>| < e sup [asy (9) МуеС® (0) 
КРДА 
Am, RE y WO ЖЖ ЙЕ О Кр, БОД ОУ 0, KH < T, 
у> = 0， 这 说 明了 在 ОХК 内 恒 为 0， 从 而 有 supp Tc K. 

反之 ， 若 supp T= К, ДЦО,  КссОссО, Е 
KOED). { hol УСКЕ ТГ, HE 
31 1.4.1 知 ， 对 于 紧 集 Qi1， 有 常数 c 及 m 使 
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| <Ту >l] < csup|a"y (x)| 
ilem 
对 于 一 切 满足 条 件 supp у < Q, Ш D(Q) 中 的 函数 成 立 .对 于 一 般 
的 汞 EC”(Q)， 把 它 记 为 多 = №1), AFU- 的 支 集 含 
T QNK F, ñK < T,(1—-h > =0， 从 而 
[< Ту >| =|<Тлу>]< esup |a= (hy)) 


шы 


<с1 вшр|ә*ф()] 
= рН 
因此 ， 由 定理 1.4.3 0 ТЕЕФЛЕ. 
例 12 5 函数 有 等 于 {0} 的 紧 支 集 . 


815 广义 函数 的 导数 


设 TEDO) YEDO), M| 2Єр(0), E <T, s“ > JE 
有 意义 的 ， 于 是 我 们 可 以 定义 广义 函数 的 导数 . | 

СХ 1.51 对 于 广义 函数 TEDN) a€ 2+, 则 它 的 偏 导 
数 z 了 是 由 下 式 

<э"Ту> = (-1)#l< Ту > WyEC OO) 

定义 的 . 

下 面 说 明 这 一 定义 的 合理 性 . 设 FE Со), M| f 和 它 所 有 的 
偏 导数 air 确定 史上 的 广义 函数 .实际 上 


<T> = <T > = -f Қх)——— ax 


= [ДӘ уак «тыр > pe Ce (Q) 


Я Əxk 
说 明 当 f 是 可 微 函 数 时 ， 它 的 广义 函数 的 导数 和 其 古典 导数 是 一 
致 的 .类 似 地 有 ， 如 果 广 义 函 数 Ty 是 由 上 的 С"(О 了 所 确 


定 ， 则 在 广义 函数 意义 下 /的 lgl(< 四 阶 导 数 与 古典 意义 下 对 应 
的 了 的 导数 是 一 致 的 . 

我 们 给 出 广义 函数 导数 的 一 些 重要 性 质 : 

(1) 广义 函数 的 导数 是 一 个 在 D'(Q) 上 处 处 有 定义 的 算 子 ; 

(2) 每 一 个 广义 函数 有 任意 阶 的 导数 ; 

G) 对 每 个 TED 人 Q), 有 

2T _ _ә?Т 

ахьахр  дӘхдхЕ 

这 一 结果 表明 ， 我 们 可 以 交换 广义 函数 的 求 导 次 序 .但 对 函数 的 
古典 导数 ， 这 一 结果 一 般 是 不 成 立 的 . 

(4) 89] ә: D0)->D‘(Q)，1<kgsn， 在 强 拓扑 的 意义 
下 是 一 个 连续 线性 算 子 . 

例 13 上 面 已 经 指出 ， 每 个 СФ КИЯ О 上 的 一 个 
广义 函数 ， 它 在 古典 意义 下 的 一 阶 偏 导数 ， 与 在 广义 函数 意义 下 
相应 的 偏 导数 是 一 致 的 ， 

例 14 设 Q=R，Hecavisidec 函数 HUx) 定 义 为 


Hof 1х >20 


若 x <0 
在 广义 函数 意义 下 ， 有 


атк _ _ 4 ___ 
ах м > ll <t, > o ах 


4(0) = <ó, > ape Cp (В) 


isj k&n 


‹ а fean 


Ep £ Ty = T. 


Heaviside 函数 及 (x) 在 原点 是 不 连续 的 ， 在 这 个 不 连续 点 
上 的 “跳跃 度 "等 于 1， 于 是 可 以 说 ， 它 在 广义 函数 意义 下 的 导数 
是 5 函数 与 它 在 原点 的 “跳跃 度 " 的 乘积 . | 

pJ 15 设 Q 是 及 内 的 一 个 开 区 间 (z，1)， 点 aC Q, fE 
C'AN {aps AR 


lim f(x) = a 一 0), im Kx) = Ка + 0) 


х-а- 


存在 并 且 有 限 ， 记 JAa)=Aa+0)-Aa-0). 如 果 函 数 f 在 4a 点 有 一 
个 第 一 类 (或 简单 ) 不 连续 点 ，JXa) 就 是 /在 а ИМИ 
f 的 古典 导数 [f 1 是 QN\{a} 内 的 有 界 函 数 .那么 ，/ 和 [r4 都 确定 
Qf 上 的 广义 函数 和 Ty I 所 以 


< 2 


pr Гу ах ауе Се (0) 
利用 分 部 积分 ， 得 
<Я r, > = atO- Ла- 02 а) + | Wax 


«ты >= <ЈҚа)д и > + <Тиуз, >, 


Ж бы ХМ <ó (x) > = (а) 从 而 


£ Tr=Ty + Jf(a)ó а 


这 表 阴 在 广义 函数 意义 下 ， Lr 等 于 古典 导数 的 Ти 与 质 


Ж ЈДа) 集中 在 a 点 的 测度 之 和 . 

‚ 例 16 设 Q 是 R: 的 一 个 开 子 集 ， 它 的 边界 9 是 光滑 曲线 . 
х,у) Ua 上 的 C 类 函数 ， 并 且 在 人 @Uao) 上 为 0， 于 
是 7 及 其 偏 导 数 在 2Q 上 在 第 一 类 (或 简单 ) 不 连续 点 . 则 由 广义 函 
数 工 /的 导数 的 定义 有 


< T> = - [| бааз Weco) 
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利用 Green 公式 
<2 Try > = [| „/х(к„у)ё(х„у)ахду — {fer Ge)eosadl 
这 里 x 2 的 外 法 向 与 x 轴 来 角 . 所 以 我 们 有 


а 
— Tr=T, + Ti, 
51! љ +T 


М <Тьу> = | . fee.) W(x,y)eosadl, T, 可 以 解释 为 支 集 


是 3aQ HAREE f(x, у)соѕа 的 R? 上 的 测度 . 这 就 是 说 ，7 在 
广义 函数 意义 下 的 导数 等 于 古典 导数 Г 加 上 一 个 集中 在 边界 上 
的 测度 . 对 于 п 维 空间 有 

引 理 1.5.1 如果 fx)€ CHO), Оси", ДІН Green 公式 得 


<AT; > = <Тлуф > + Е 27 y(x)ql - [еа 
О. ə _ | а a- 
其 中 元 一 Эрен cos(O ,xz 门 ， 公 是 Laplacc 算 子 . 


定义 1.5.2 i P = P(a)= > asa* ÈR" 内 常 系数 线性 算 


子 ， 如 果 一 个 广义 函数 GeD‘(R") 满足 P(2)G =Т,, ИЖС 
线 住 微分 算 子 的 基本 解 . 


ЕУ 


ж 
р" =P O= Y (Она, 
laj gm 
是 算 子 己 的 转 置 算 子 ， 则 GED7(R?) 是 基本 解 当 且 仅 当 
<С,Р*(2)у> =9(0) МЄ ССК") 
ки! я mi A 


#17 定义 及 "内 Heaviside 函数 如 下 ， 


1 жх > 0yr, Xn > 0, 


Нл ных») = í 0 RERE. 
则 万 (x1,…,x。) 是 偏 微 分 方程 
a"Ty =T; 
ах1-*'ах„ 


的 一 个 解 .不 失 普 记性 ， 令 n= 2 来 验证 它 . 按 定义 
Tu _ ә? а | 
<; у > = Тн > реса (R?) 
另 一 方面 
oo Го z 
«> [ды anan 060) = <> 


o 2X12X2 
于 是 


ƏxiƏX; 

在 例 14 和 17 中 定义 的 Heaviside 函数 分 别 是 算 子 d / dx 各 
ә" / areak, 的 基本 解 . 

定义 1.53 如果 TEDO, f ECMO WER SAX 
ER T HRR 5 定义 为 

<S, y> = <T, f ý> Yy EDO) 

注意 到 С C™(Q)，y《D(Q) 有 f # € D(Q), H Leibniz 公 
=, 56р). 

xT ЕМФ РТ, s=f T, # 

aT 


2 af 
zx, Т) = у, T+ fx, 


只 须 对 < 由 运用 Leibniz 公 式 ， 就 有 


эх; 


- r( 2) =т(2+)- r(e w) 


АЛЛЫНА) S 的 求 导 公 式 . 


应 该 指出 ， 两 个 局 部 可 积 函数 的 乘积 未 必 局 部 可 积 ， 因 此 两 
个 广义 函数 一 般 不 能 相 乘 . | 


$16 广义 函数 的 阶 和 局 部 结构 


考察 Cz(Q) 空 间 ， 其 中 元 素 范 数 定义 为 
Юн = suplay] 

则 有 CACAD), ЖН Ce(O) 在 C"(0) 内 稠密 以 及 
СОЯ] C"(Q) 的 嵌入 是 连续 的 ,和 定理 1.4.6 的 证 明 一 样 , .可 以 
证 明 存 在 包含 关系 

С^ (О) < CHA) с (CAY <D“(Q) 

为 了 简单 起 见 ， 记 DO) = (С"(0)), р"(О) = С"). 

又 р” @)со"@), #Н DME DOARRE., А 
(DV с (D а), HDD "(0)< D (Q). 

定义 1.6.1 一 个 广义 函数 T€ ро), Ш r€ D”(0), м 
ЖЕНИ < m.Ë T 有 阶 m 是 指 : 使 得 了 ED(Q) 成 立 的 最 小 正 
整数 m. 

由 定义 可 知 5 函数 是 一 个 零 阶 广义 函数 ， 若 Ila|= т, оС 
Za， 则 ә 是 一 个 т ИГ ХХ. 

我 们 已 经 知道 ， 每 个 广义 函数 有 任意 阶 的 导数 .我 们 可 以 对 
由 局 部 可 积 函 数 定义 的 广义 函数 进行 微分 运算 .在 下 面 的 定理 
中 ， 将 证 明 每 一 个 广义 函数 局 部 地 是 一 个 有 界 函 数 的 导数 . 

1.6.1] 设 T 了 TeD'(Q)，ow 是 一 开 集 ， K = осой 
集 ， 则 存在 一 个 函数 eL (о) 和 一 个 整数 m > 0， 使 得 


<Тф> -| — 2” у(х)ах \"фЕСР(@О) 


ках? ***ах м 


证 由 定理 1.4.1 有 常数 “> MERK т, 使 得 
|<T,0 >| < csup|ə*9 (x)| YoeCg(Q) (1.6.1) 


р 


为 了 简化 符号 ， 记 an / axm 为 偏 导数 


， эта / 3X mo3X т 


其 中 m 是 非 负 整数 .定义 子 空间 
В-{ у u= МееСр(О)} (1.6.2) 


因为 这 些 函 数 有 紧 支 集 ， 所 以 请 中 给 出 的 和 9 之 间 的 对 应 是 
一 对 一 的 . 
R к) К 上 所 有 可 积 函 数组 成 的 Banach SN, Ёс 
L(K) ЕБЕ ХИН 
р) = <Тф> 
JEE y Ө К a. 6.2.) ARA. 下面 证 明 Г ТЕЁ Ем, № 


РЯ, = LL ELK 内 收敛 于 零 ， 则 数列 < T, > 


xk+1 


RAFE. жк, Ë 8 是 边 长 4&> 1 并 且 含有 天 的 超 立方 体 . 
对 任意 т > 0， 存 在 正 整数 js， 使 得 对 一 切 j>j。， 有 


akti 
f- nr dx °° 'dx, Зоб (1.6.3) 
而 
ak В х} хя 2 Ф 
в w= |" Í "stan": -dt, (1.6.4) 
因为 d>1， 故 由 (1.6.3) 易 知 | 
ate " 
Е | За | (1.6.5) 


重复 利用 (1.6.4)， 由 不 等 式 (1.6.5) 容 易 得 出 
|э“ф(х)|<л, Мхек, Ма <А, 2 јо 
ВОЕН Т>,  УхеК, |< 有 


<T, >] < cn 
де В. | E 
БЫ Ё RRE LOO 的 一 个 直线 性 对 空间， 根据 Hahn 
一 Banach 定理 ， ЕТЕ ВЯ ЕН ЦЮ) ЕЮ 
н. PUN БК 上 连 线 线性 泛 函 表示 定理 知 存在 一 个 元 迪 g 
el“(K)， 使 得 
N= [= [вах ve 


于 是 对 每 个 geCR (RQ)， 牙 至 对 每 个 geC8P(w)， 有 


< T, ф > = = [(ф) = =f- -soi ax ys" dx, ` 
= <(— ран 9 p > 
т =k + 1,f= (一 了 "mg, 于 是 在 w 上 有 
r= 277 
ах" 
Ш. 


É supp JE 天 并 定义 
(ху, Xa) = El “A "ви dti, dtn 
显然 ， FF 是 连续 函数 ,并 且 ә^Е / 9x1…ax， = ГАШИША, 
在 w 上 有 
_2"1Е 
әх" +1 
于 是 ， 广 义 函 数 工 能 够 局 部 地 表示 为 一 个 连续 函数 的 学 数 . 
É U 是 尺 = 负 的 一 个 开 领 域 ， 并 且 Uc Q. ХИ aec? (О), 
НЕК Ese=1 +G = xF, 显然 在 ww 上- 


əm+1 G 
= ymt] 


这 里 G € C (U). 

因此 ， 可 以 把 上 述 讨论 概括 为 

定理 1.6.2 设 TeD“ (Ra)，ow 是 一 开 集 ， 其 闭 包 而 是 紧 集 且 
всп. 则 广义 函数 了 在 w 上， 等 于 一 个 有 紧 支 集 的 连续 函数 / 
的 导数 ， 而 这 个 连续 函数 的 紧 支 集 是 在 克 的 任意 开 邻 域内 . 

Ж :3) 定理 1.6.1 和 1.6.2 都 是 局 部 的 性 质 .车 @ 是 一 个 开 
集 但 6 不 是 紧 集 ， 则 一 般 说 来 ，Q 上 的 广义 函数 未 必 可 以 表示 为 
一 个 函数 的 导数 . | 

(2) 在 这 两 个 定理 中 ，f 不 是 唯一 的 .事实 上 ， 可 以 把 


ЭН ОЕТ В СЕ. 


2х" 
然而 对 于 有 紧 支 集 的 广义 函数 ， 能 够 给 出 在 D 内 的 一 个 整 
жж. — 
定理 163 每 个 广义 函数 TE EQF О 上 可 以 表示 为 (但 
非 叭 一 的 ) | 
T= У ә? 


tsy 
其 中 万 都 是 具有 紧 支 集 的 连续 函数 ， 空 们 的 紧 支 集 是 在 
supp 了 = 天 的 某 个 任意 的 邻 域 内 . 
Ш ” 设 o 是 一 开 集 且 % 是 紧 集 ， 使 得 
Ксосос\0са 
由 定理 1.62 知 ， 存 在 一 个 连续 函数 f. sup fc U, В о Е 
T=ə f, ye Zx 
Ep 
<Т,ф> =(— ШЕ фах, — МФЕС?(0) 


7 ЕС (0), ЖКМ а= 1， 那 么 ， 对 每 个 p 
ЕС® (0), Xi 


<Т,р> = <T,xg > = (~ nrf fy э? (xo )dx 
根据 Leibniz АХ, 9 
”@9)= Улуу pi e eo 


所 以 
<Т,ф> = (— DP Am r 2 эё фах 


+ f= (= DM A Cf "ta 
作 分 部 积分 ， 则 六 peC=”(Q) 有 
<Te> =f- -| СУ 28/2 фах 


#<7 
证 毕 . 

推论 1.6.1 每 个 有 紧 支 集 的 广义 函数 是 有 限 阶 的 . 

证 3 T= aff, 这 里 /是 В” РЙ ВЕТ А, HEME 
了 CHI(R” 上 的 一 个 连续 线性 泛 阔 ， 所 以 了 是 有 限 阶 的 .证 毕 . 

虽然 定理 1.6.2 和 1.6.3 都 指出 ， 广 义 函数 可 以 通过 连续 函 
数 的 导数 来 表示 .但 它们 的 差别 在 于 ， 定 理 1.6.3 ФН, ЕХО) 
的 广义 函数 在 所 考虑 的 整个 区 域 上 可 以 表示 为 一 个 连续 函数 的 导 
数 ， 而 DO) 的 广义 函数 只 能 在 所 考虑 区 域 的 某 一 个 紧 集 上 表示 
成 一 个 连续 函数 的 导数 . 

由 广义 函数 支 集 的 定义 可 知 ， 若 oO€ СО), НЕ ТЕ 
D'Q) 的 支 集 的 某 个 邻 域 上 为 0， 则 < T, > =0. 现 在 我 们 证 明 当 
T 有 紧 支 集 时 ， 这 一 结果 可 以 大 大 改善 . 

定理 1.6.4 设 TED'(Q) 且 suppT=Kc0， 并 设 它 的 阶 < 
m, NYoED={9€E CAMA: arp=0 3 x€K, lalgm, a€ 
71}, Ж<Т,ф> =0. 

证 (1) BK EKMIR HBE “lsm if, 
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axgp=0 YYx€KK. 所 以 对 任 音 给 定 %n>0， 能 找到 充分 小 的 :>0， 
使 得 K,cQ， 并 且 | 
|а“ф(х)|< т, УхСК, 
对 每 个 x€ K, RA „ЄК 使 得 x 与 x 之 间距 离 至 多 是 
в, Ато: = т-1, ARER ә“ф(х„) = 0) 


а“ (х) = Г. Da *ф(хо + (х – хо)) (ху ~— хо ) а! 


因此 |ә ф(х) < (zV n )7. 理 由 归纳 法 ， 有 
jasp) < enr- Мај <т (1.6.6) 
(2) 和 § 1.3 中 例 4 证 明 类 似 ， 可 以 找到 一 个 函数 a, 具 有 如 
FHM: a, € CY(Q)，suppuscK。， ЖК, Б, а,=1, ЖА 
lafa | < с(Вп)ё- хх, Мей» 
选取 充分 大 的 c> 0， 可 得 
|ə!a,(x)| < са Их М В| < т (1.6.7) 
(3) By = к.ф, ia ul Я - 


av= Egg pi 


ey 
把 不 等 式 (1 6. вуй. 6. ТИКА ЕЯ, 使 得 估计 式 
ат. жс "Я (еа) т asen | @® 
对 所 有 x 和 所 有 lyl<m 成立 、 其 中 上 是 一 适当 的 常数 
Ни, НУ. = | 
(4) 因为 在 了 的 支 集 的 某 个 邻 域 上 由 ,= = Ф, 所 以 
«Тф. > = <T> (1.6.9) 
я 男方 而 ， 因为 TeD mO), 由 定理 1.4.1， 存 在 一 个 常数 cl >0 
使 得 | | 
| <Тх>| < cisupla®yl, ` Eye C $, (О) 
jel <т 
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Лу, 代替 x， 利 用 (1.6.8) 和 (1.6.9)， 有 
[<T, ф>|<сүсл 

ШТ n 的 任意 性 ， <T, о> = 0. 证 毕 . 

定理 1.6.5 每 一 个 支 集 在 原点 的 广义 函数 了 都 可 以 唯一 地 
表示 为 5 函数 及 其 导数 的 有 限 线性 组 合 . 

证 因为 suppT= {0}， 由 推论 1.6.1 知 了 是 有 限 阶 的 广义 
ЖЖ, Ш тС2,, W TED”. | 

又 对 每 个 p《 C“， 在 原点 对 它 作 Taylor 展开 ， 则 有 


——x* + R, (x) 


ф(х) = > 2° Фо) 


. lal <м 
其 中 В„(х)ЕС®, НН <, бок) 0. 再 由 : 
定理 1.6.4 得 
<Т, ф> = <Т, y gaoa" >+ <TR n(x) > 


11 ж 


-F Tat pO) <Tixe 


jal < м 


5 ce = (~) <T,x* > /xl， 则 有 


<Т,ф> = у са <ә%бр>, 或 Т= Y e, 26 | 
ta] < м мт 
这 一 分 解 是 唯一 的 ， 因为 车 T= 0， 则 <Txze> = 0， 从 而 
с,=0, Маб 7° Е. | | 
绥 增 广义 函数 具有 和 EAR”) 相似 的 结构 ， 可 以 证 明 
定理 1.6.6 广义 函数 T& SR") 的 充 要 条 件 是 下 能 够 表示 为 
一 个 有 限 和 和 . 
T= ),ә*]„ 


lal Cm 


其 中 大 都 是 在 无 限 远 处 组 增 的 连续 函数 . 


$1.7 广义 函数 的 卷 积 


定义 1.71 #/, z€ DG / 8 g WER БОЯХ 
为 | 
(в) = | fe — y)a0)ay 


= | ловор @ * О) 


定义 1.7.2 W ТЄ Оше УС T€ Е(В"), € 

E(R9), 则 了 与 消 的 卷 积 (了 * 办 定义 为 
(T* у)(х) = < T,,(x—y) > 
这 里 T, 表示 T ЖР y 的 广义 函数 ， 

对 于 两 个 广义 函数 S 和 了 也 可 以 定义 相应 的 卷 积 .为 此 先 证 
明 两 个 引 理 ,它们 是 古典 函数 含 参 变量 积分 连续 性 和 可 微 性 定理 
在 广义 函数 空间 上 的 推广 . 

2118 1.71 R yix, AE C3*(0) 的 一 族 函 数 ,依赖 于 一 个 实 或 
复 的 参数 .假定 : (1) МАНЕ ОДНИ 
支 集 包含 在 о 的 一 个 固定 的 紧 子 集 内 ; (2) 对 每 个 x€ Zr ， 导 
(әу эхх ЖЕ (х, ) 的 连续 函数 ,那么 对 每 一 个 TE 
D'(0) ，< T(x ,为 > 是 4 的 连续 函数 . 

证 设 

plx) = У (хи) (хо) 
ВАЖНО 1 一 时 ,在 СОЯ pi 一 0. 因 此 ,对 每 个 
TE D'(Q), 3 1— À, IEE < Tupa) > — 0. Ж < T. k (A) > 0 
连续 性 ,证 毕 . 

引 理 1.7.2 设 Vn, D C2(D) 的 一 族 函 数 ,依赖 于 一 个 实 或 
复 的 参数 1. 假定: (1) МАТЕ ДУ ЫЙ ИОА) р(х, Д) 
неа О 的 一 个 周 定 的 紧 支 集 内 ;(2) 对 每 个 xE Z, 


CY / ax Xx (Er AS X РУ ЗЕ 
22y (х,4) 


РЯ әх* 
Ж (х,А) 的 连续 函数 .那么 对 每 个 了 TeD4n), < Т p(x > Æ ha 
的 一 个 邻 域内 可 微 ,并 且 


я <T. pix 4) > = <т. я (х,4) > 


证 W 
фһ(х) = 
ЖЕО) 和 (2) 意味 着 在 Cg а) гө, э. 因此 ,对 每 个 了 
eD7 (Q), 8 А -0 时 ,有 
s= > 一 а» 


Е 


应 该 指出 ,上 述 两 个 引 理 对 于 依赖 多 个 参数 (41,…4,) 的 情况 也 
成 立 .其 次 ,在 TEE'(Q) 以 及 УЛ C~(Q) 的 函数 族 的 情况 下 ,也 
有 与 上 述 两 个 引 理 相 类 似 的 结论 ， 

引 理 1.7.3 车 TEER”) 则 六 wy€ DR”) 

ф(х) = <Т„„у(х+у)у> EDR" 

证 由 引 理 1.7.2 知 ,(T* yE CRIE Ky) € DR 使 得 
Қу) К = зиррТ EA ТАН Ky)T,= T, ,又 

ф(х)= < (у)Тф(х+у)> = <T plo (x+y) > 
当 x 充分 大 时 ,y(x+) 作 为 HEM, 其 支 集 与 ЖЖ, 
Ж WO)w(x+)=0. 从 而 x 充分 大 时 ,有 ф(х) = 0 В Ф(х) Є D(R"). 证 
të, 

由 引 理 1.7.3 4,4 TC ЕВ" S€ D'(R”, <S. < T, , 
yxy) > > 有 意义 .于 是 

定理 1.7.1 对 于 任 一 下 6 了 (RD 和 任 一 SED'(R9 ,广义 函数 


Ry E CFR”) 

<S* fy > = <5,, <T, (x + у) > > (1.7.1) 
НЯ Х ЕВАЕХТ- ТРК S* T€ D (R. 

证 由 引 理 1.7.3 知 ,(1.7. 了 ) 式 有 意义 . 

现在 证 明 Sx ТЄ PDR”. 令 j.G) € De, 且 在 DR 中 
Ww. x — 0, (X= < T, , k ,(z+y)> 有 至 有 办 的 支 集 ， ШЕ 
在 c 和 mm, 使 得 

Гат, Œ +>) >< csiplos ik. (x + У) | 


кіст 


故 由 在 DRYP у, 0,8791 ф(х) Sak 0AA Го, (х) ` 
КИЗ ЯТ 0 从 而 在 DRYP р(х). 0 ,因此 
<5,,ф.(х)> —0. 5+ ТЯ ОКБ ЖЕТ ЛЕН. 

推论 1.7.1 ШЖ T€ D'(R°),S€ ENR”, 那么 ,(1.7. 1) 式 仍然 有 
意义 且 S* TED (R”. 7 

Е є T€ DR 时 ,< Т, , фону) > € c° (R”), 但 56 | 
ЕК <S. < T, , VO) > > 有 意义 ， mea 1.7.1 证 明 可 得 | 
S* T€ D'(R”. БЕ. Е 

引 理 1.7.4 “对 每 一 个 у(х,уде С? R" х R”), 存在 多 项 式 
序列 {рь (x,y)} 在 CP(R*x R”) REAT у. 其 中 pr (x x”) 


= Уи, В и ЕС“) Нес R” ) 


证 i шррус Ва = { (х,у): ху < R, 由 
Weierstrass 定 理 知 ， 存在 多 项 式 qx (х,у) 8. 
jary — 249, |<1И/К ај < Ех? + y2 < 8R2 
ВЕ И ВОт: (x)eC> (В" ),n; (y)e С? R” =н 


当 |x| < R _ [< ` 
т69 = о Wj] >28 mo-i 0 当 上 jj>2R 
НЯ | | 


ра (х,у) = ni (x )n2 (y)q к (х,у) 
— 40 — 


ШАХ Я Я! sapp p. (x y) < Вълк. Жав НЫ 
Hl (x, y)ensiR Ч ° < 
| [2*ф — 2*рь рита < e, ei Li 
Ape, R 5 < 有关- & b, (о;у) ЖЕ € zg (Кекке) 
F (х,у). ШЕЕ. 
定理 1.7.2 ЖЖ S, TED R") ОАА, мени ой 
以 交换 , 1 5*Т=Т+5. | I 
证 ， 由 广义 函数 相等 的 定义 知 , 具 须 证 明 ~YweCF (К*) A 
<S*TY> = -<T=*S, > ЩЙ]. 又 由 引 理 174 知 ， 只 要 
EN pa (xy)eCg(R"xR")) # 
<S * Трь(х,у) > = <T* $ур,(х,у) >. Б 
我 们 知道 24 рьеС? (Е" xR”), Ш <5,, <Ty,pr (Xx,y) > 
> ИЖ <T, <S. pr (ху) > > 者 是 CrR" xR”) 上 的 线性 
ОЕ АН 4 (х),0 0’) ЕС? (R ) 于 ,有 . а 
<5,,<Т,,№(х)ф(у) > > = <Т,,ф(у) > <S, vE) > 
<Т,,<8,,0(х)ф(у)> > = <) z <) > 


故 对 引 理 1.7.4 中 给 出 的 pk (ху) = Yu (x MOA 


<s. < Tn Sy) > > = "ST, <S; u 


. dmD И : ` iat 
(x)vi (y) > > 
从 而 对 一 切 pkeC2e (R* xR”), H | 
<S,,<T,,p I (x,y) > > = <Т,,< 5$,,р„(Х,у) > > 
这 就 说 明 ,如 把 <5,,<Т,,+ > > ,<T,,<S,, > > RE, 
C>(R" x R" ) 上 的 广义 函数 ,它们 是 相等 的 .因此 
<5* Ту> = <Т* SWY> + >. 
此 即 S* 了 = Т+ БЛЕФ. 
关于 阔 数 着 积 ,有 如 下 重要 结果 (参阅 Barros[5D: 
(1) 设 p,q 和 7 都 是 实数 (1 <pgr +0), r= pg. 


ЖЄ"), Є"), FrgEL'R ,并且 
[/* glore < [Лорд Пе Голд» 
(2) W p= РЕК ЛЕ (ВЕ gE LR Yf ес = 
ПАВ”) ЖЕЕ ERI УБ < MA onns 
(3) ЖЕН, g) ELR") x LR fe gE LR’) 


是 连续 的 ,并 且 有 
Nf* gloine < Ifi одде Пе оъ. 
关于 广义 函数 的 卷 积 ,有 如 下 性 质 : | 
(0 @5,тЄр(ЕВ°),Җ ОЖ @ pir — MERER, WA _ 
зирр(5 * T) c supp S+ supp: T = 23, 247.2) 


39 E А=зирр5,В = зиррТ. BA А M В ач 

至 少 一 个 是 紧 的 ,所 以 
| 4+8 = {х+у: x€ aye B 

是 闭 的 .现在 证 明 5 е ТО = (4+8) tapa .事实 上 ж у 
E С. (О), 

 sSuppi(x+y)c ((x,y)C R"x R": на 
5—7, <5*Т, у> = <S, ‚ <T, уу) > >, ШЖ 
yé suppT, Ж <T,» W(x+y)>=0 或 xé suppS ， # <S, , 
<T,» W(xty)>>=0 .总 之 ， 如 果 (x у)# suppT х suppS 
则 有 <5*Т, у>=0, ШО, УЕ (suppTx suppS 有 
<5*Т, у>=0. 

(2) WR. Sfl ГЕЕВ, 则 卷 积 是 可 
结合 的 , 即 | 

(R#S)*T=R*(S*T)=R*S#*T = (173) 

事实 上 ,由 于 对 R. S. ТЕНЕ ЕВ 
ЖОХ. МС"), 用 上 式 中 的 各 个 郑 积 作用 后 ， 容易 验证 有 相 
同 的 值 

<R, <S, <T, Vxtytz)>> > 


(3) д ШАНА ЖЫ Л, Вр 
ó * T = T (1.7.4) 


У Емес (Ri ) 有 
<ó* Ту > = <T* ó = <Т,, <9, (x + y)> > 
= <T,k(x)> = <Ту> 
综 上 所 述 ,有 o 
定理 1.7.3”E'(R") 的 广义 函数 的 全 体 关于 线性 运算 及 卷 积 运 
算 构成 一 个 可 交换 的 、 可 结合 的 以 及 有 单位 元 的 代数 .其 单位 元 
是 广义 函数 ó. . 
(4) ”导数 与 卷 积 . 
ә,Т=әдә„д* T (1.7.5) 
事实 上 ,wyeCz (Е^), E 
<3, Ту > = — <Т,ә„ > 
= — <Т,, < 6,2. у(х+у) > > 
= <T,,<2,ó, ý (x+ y)>> 
= <Т,,* 2.5, > = < (21r) * ТУ > 
这 个 性 质 表明 ， 为 了 求 卷 积 的 微分 ， 只 要 求 其 中 一 个 因子 的 微 
分 , 即 | 
ә,(5* Т)=ә„5*Т=$»+ә,Т (1.7.6) 
(5) 卷 积 和 平移 ， 设 ACR ЖД ХЕКЕ" 内 的 一 个 函数 消 
的 平移 是 一 个 函数 ,定义 为 
(tay) (х) = V (x — h) 
WMR уеС® (RCL ), BRU тлуеС< (СЭ ). АТГ 
数 了 的 平移 定义 为 | 
< Ту > = < Ттр yec? (Ra). 
Ж Я ИЕН А ЕВ", ТЕГ ХИН H 
D'(R*)> Р’®“) 
在 强 拓扑 下 是 一 个 连续 线性 映射 . 
和 $1.5 中 例 15 一 样 ,YheR",5w 定 义 为 


<, > =k (h) yec? (К^) 


则 有 
t T= 6m*T YTeD’(R") (1.7.7) 
уз Мест") | 
<= Ту > = <T aý > = <T.,,y(x + h) > 
ХНУ (х + h) = < (ду), (x + n) > ,得 
< Гу > = <Т,, < (бо) уб + n) > > 
| = <T* боду > = < бо) * Ту > 
利用 卷 积 的 可 交换 性 和 可 结合 性 ,作为 性 质 (3) 的 推论 ,可 以 得 
到 | 
| z+ | (Š * Т) = (7,5) * T = S* GT) (1.7.8) 
(6) 双 线 性 映射 
(5,Т)ЕЕ/(В”) x D КВ") 5+ ТеР’(В* ) 
对 每 个 变量 连续 . | 
(7) Ууер(®*) DEET (К^ НЕ, В. 
(Ту) (б) = < Т (х- > (1.7.9) 
”事实 上 Age Cp (R" Xo: © | 
<Т*уф> = < Та, <W) ol +N) > > > : 
= <T, <у(х — č) olx) > > 
= < <T p(x č) >,‚ф(х)> , 
从 而 得 到 (1 7.9), 它 正 是 广义 函数 和 函数 的 卷 积 . | 
定理 1.7.4 y EDRR y EER), 并 设 TED RIG T 
ЄЕК"), 
(1) Т+УЕС”(В”) 
(2) 双 线 性 映射 
(Ту Т + - 
М. DR’ х D'RE ER) * Е RRA ERYK АА-А 
都 是 连续 的 . 
证 (1) 因为 (7 у) = < T, VCx- 有 > 则 由 引 理 1.7.1 
— 44— 


МИТ = р) x 的 连续 函数 ,由 引 理 1.7.2 4{ T» у) = т» ә“ 
从 而 T * y ECR’). 

(2) ATERA $ C DRT * у € EREE НЯ 
ШЕН ХАРАР КСК", ВЯ 

y E Ск(в")-- T * y EER 
EE RAER EE EA В”. ЖТЖ 工 存 在 常数 
c>0 以 及 整数 m>0, 
supl2 (Г * у) |< csupl2 wz)| ae Z", 

Щщ xeL АА ye К ,(с,у) (x) = VG y)eCr- к(В^). 又 
HT Тер (RA), 根据 定理 1.4.1 知 存在 常数 c >0 以 及 整数 !20 
使 得 


` |[<T, >| < кирг” (у)! хере С?-к(Ё^) 
Fil <i | | | 
ЖА ә? (T * у) (х) = (Т* әу) (х) = < Т,„әбу(х— y) >, Е 
有 | | | 
sup|əš (T * у) (х) | = sup| <Т,,ә@ф(х—у)>| 


<c supsupla; ә у(х—у)|<с sup |2%4(х)| 
xs |< хей" 
yeRs 19-141 

这 就 是 我 们 所 要 求 的 

(3) WÉ V€ D(R)KIE—EBEl se 8 .K J R" 中 任 一 紧 +i, 如 
R x€ KB Z yE DR 中 有 界 .因此 ,如 果 广 义 函 数 T, Wl W 
Fom . О БО | 
<Т*жуф>(х)= <Т,, J(x—y)> Е 
ЕК Б-Р LAX х RS. На 797.6) 

э (Т,* у) (х) = (Т,* әд) (х) = (T, , а. (х—у)) 
E R” 的 任何 紧 子 集 玉 上 一 致 收敛 于 0, 从 而 在 DR") 中 T * у 


— 0. ЕВ. 
31.88 BARET., ЫК r м 


在 $13 例 1 中 已 经 介绍 了 函数 
_ рекр(2:12— 1) 1 当 lzxl<1 时 ， 
ve ={ o у>. 


URE = | „У 4х, ME el) е ус), ВВ а(х) 


єсг ®*) МН | а(х): = 1 以 及 supp a(x) <В. (0). 

如 果 & >0, 定义 函数 ww, (х) = s "а(х / в), ДН z(x) 的 性 
ЖЮ Sl о, (x)eC 5 R"), supp о,(х) = B,(0) = {хеЕВ”:|х| 
<e} w(x) 20,\МхеВ" 以 及 

f о.(х)ӣх = 1 
що, (x ) 称 为 软化 子 . 

定义 1.8.1 “ 称 检 验 函数 族 {w,(x)}(s >0) Æ К" 内 函数 的 
正则 化 族 . 

特别 如 果 w = (7) ДКВ ЛЕЯ 

a(x)=j"ax) j= 1,2,--- 
是 函数 的 正则 化 序列 . 

借助 于 {o(x)}(e> 0) 可 将 不 连续 函数 ,如 可 积 函 数 ,正则 化 , 即 
х с НЗ ЗОНД. | 

ОЕ АЖ о, f 可 以 用 来 定义 
ЖЖЯ +. 

定义 1.8.2 若 fEL 1 人 (RD), 则 磨 光 算 子 / 定 义 为 


РАИС (1.8.1) 


ШЖ, = Jf. PRR XHS Ff WE EDS S. 

有 讨 也 称 ЖЖ 广 的 光滑 化 或 正则 化 .下 面 的 定理 给 出 了 
光 请 化 的 一 些 性 质 .为 此 首先 叙述 Lebesgue 积分 理论 中 的 有 关 概 
念 和 定理 . 

R 上 的 一 个 实 值 可 测 摧 数 Хх), 如 果 它 的 本 数值 只 取 有 限 个 
实数 , 则 称 /为 定义 在 人 上 的 简单 函数 .如果 对 于 一 切 x, 

Дх)є {a1,…,am}】, 则 显然 有 f(x) = Yaya ЖФА = (x 
j=l 

eR": Дх) =a) xa 是 4 上 的 特征 阔 数 . 由 于 下 面 的 逼近 定 

BI, 简单 函数 在 积分 论 中 是 一 个 非常 有 用 的 工具 . | 

定理 1.8.1“ 设 QcR" 是 开 集 ,f(x) 是 定义 在 集合 QA 上 的 
非 负 可 测 函 数 ， 风 存 在 一 个 非 抽 音 调 增加 的 简单 通 数 序列 {Se 
(х)} ,使 得 在 每 一 点 上 收敛 于 Hox) 

定理 1.8.2 (лете) ОСЕ" ERRAN Јо) 是 
定义 在 Q 上 几乎 处 处 有 界 的 可 测 函 数 ， 则 对 任意 给 定 的 => 0, 4$ 
在 一 个 函数 g(x)e C, (Q), 满足 | 


sup|g(x)| < sup|/(x)|,12 
и( {xen: fx) #8(х)} ) <= 
这 里 1(G) 表 示 集 合 G 的 Lebecsguc 测 度 ， 
定理 1.8.3 HKR cR MENA) = [ах < + 0,4 


1<р<@< ©. 


(1) 如 果 feL* (0) ет, (9) В 


Ilora < (0) 972-07 Л ona (1.8.2) 
(2) 如 果 feL” (Q) 
lim ЇДЇ ола = | Л.а (1.8.3) 


O) ”如 果 对 于 1< p< o%,feLr (О), HEN I k ME 


[Поло < k \ре (1,ю) | (1.8.4) 
则 / еге (0)8 
Ла < k (1.8.5) 
证 当 peg 人 时 ,(1.8.2) 是 显然 的 , 当 !&Р<е<о°Н. f€ L°(Q) 
时 ,由 Hoelder 不 等 式 有 20] 
[дю < [| irota} 4], ldx) i-> 
| = Лад) 9777 
当 q= co 时 ,有 
[бәне isa | лак малаа 


由 此 ,可 立刻 得 出 (1.8.2). 
又 如 果 feL (Q), 由 (1.8.2) 有 


| limsud әда S а | (1.8.57) 


另 一 方 而 ,对 于 任何 。 > 0 存在 一 个 集合 4 со, ДИА) 
>0, 合 得 (下 面 记 [еа = Леа) 

O> Manse: хед 
因此 Га | 
[Порах > [Пло та 2) Ла =)” 
TË Л.а 2 (04) ) 34 Ла 一 二 从 而 


lim тора > {Лоа (1.8.6) 


从 (1.8.5) 和 (1.8， 0) 可 得 (1.8.3). 

最 后 ,用 反 证 法 , 即 假定 对 于 1< p< оо,(1.8. 4) 式 成 立 ， ИЖ 7 
ЕО УСТО) Н (1.8.5) Жз. ЛИВНИ k> k 
和 集合 А с О(и(А) > 0) ФЕР XEAN) > Е HIREA.. OR 
的 同样 的 论证 可 以 证 明 


lim ШЕЛ epa 2 kà 


这 与 (1.8.4) 式 矛盾 ， WE. 

定理 1.8.4 如 果 1<p< ee, 则 Co) 在 LO) 中 稠密 . 

证 Я ELOLE s>0, 我 们 要 证 明 存 在 一 个 函数 уе 
СКО) Я УИ ао ВЕРЕ Е /是 非 负 实 函 数 ,由 定 
理 1.8.1, 存 在 一 个 在 Q 上 点 收敛 到 ШИМ ЗЕ 0а Еу СЕ 
ЯН 0< 5S,(x)<Ax) 我 们 有 5,6 EAO). -S< 
(AXP, Н Lebesgue 控制 收敛 定理 * 知 ,在 LOP S, > ГРАН, 
以 选取 SE {S HEI I -S | opace 2.97 5 是 简单 函数 而 且 
p< °э,и(зирр5) < ceo. 由 定理 1.8.2, 我 们 得 到 一 个 函数 ye С,(0), 
使 得 六 x€ О. 

WOS Sea(= | Sl aa) 
н 
иіхЄ О: Soya) < (в / 41 SI a) 
因此 由 定理 1.8.3 有 
上 S- ll opa | 5-Я ах О: SOE 
<2l Sll a (Z 415 12а) ==/2 

由 此 得 到 上 fy ll a <a ЕЁ. 
定理 1.8.5 设 f 是 定义 在 R" 上 的 函数 ,f 在 区 域 Q 外 恒 等 于 

(1) 如 果 feLh(Q), 则 fi.eC® (К^). 

(2) ”如 果 还 有 suppfc < O, H 0 << бїзї(виррДә2), WJ Г, 
eCz (Q). ` | 


* Lebesgue 控 制 收敛 定 理 : ШАС R'E Ж, RET WE ВОИ) НЕ АЛ ЖАН 
到 一 个 极限 函数 .如果 存 在 一 个 函数 g€ LX《4) 使 得 对 一 切 和 和 一切 x€ А Я 


Иб] «ват f aoad], йт.) dx. 


— 49 — 


(3) 如 果 fEL"(Q) ,其 中 1I<p<o, 则 /er (Q), 
i/s I оа < ІЛ „а 05 


lim у» — Л osa = 0 


s= 0 


(4) 如 /EC(0), 则 对 任意 Kc ecn, EK 上 一 致 有 
| lim f(x) = ftx) 
Е 在 (1.8.1) Фо, (х-у) 关于 x -TEJI MR 
Ж, ВУЗЕ; — y| >а БаР 0, 又 由 于 对 每 个 eZ 和 一 
切 在 В" 的 紧 集 上 可 积 的 函数 有 
ә*], (x) = ə° (ш, * f) (x) = Г. 210, (x —у) Ку) 4у 


af, eC (R"). 
对 于 (2), 注 意 到 


о) = бо, о) |, A- ydy 


= |76900) (1.8.7) 
UK. = {хеВ”: dist(x,suppf <=} ,集合 
В,(х) = {x—ey: |у|<1| 
В, (х) 是 以 x 为 球 心 , МЕЕН. хек, 
H ‚В,(х)[`\зирр/= 0, MUE B ,(x) Е f= 0, X H (1.8.7) 可 得 
f(x) = (o, * f) (x) = 0 
从 而 f.eC8 (О), (2ИФШЕ. 
假设 eL’ (0). Ж 1 <р<о, ЖП р =р/ (р—1), 
由 Hoclder 不 等 式 得 


1 |f, ооб y)/0)ay| 


< {| o- ya) 1/р' ТИСТ Тир 


= |. wlx — y) У)? ау} V 


因此 ,由 Fubini 定理 
л = | et) bax 


<|. |. e ло ауа 


-| Iaf, о, (х —y)dx = iso (1.8.8) 


#1 >0, 由 定理 1.8.4 知 存在 几 e Co (0), 使 得 1/— 1л <n/ 3. 
ЕН (1.8.8) ИХ. 一 Ш: [орла <73. x 
М, б) ро) || „„®.(х— 246) —%(х))4› 


< ,Sup [4 (у) — 00)! ` (1.8.9) 


HT y f Q 0, 3 0 时 ,(1.8.9) 的 右 端 趋 于 0. 由 于 
suppy 是 紧 的 , 故 有 充分 小 的 使 得 上 yy ll зати 3, 从 而 对 
РАНЕЙ е ИУ зо <В) АП р= 1, НЕЯ 
的 定义 式 (1.8.1) 得 到 (1.8.8), 而 (3) 的 证 明 的 其 余部 分 和 上 面 的 叙述 
一 样 .在 (1.8.9) 中 用 7 代替 消 ,就 可 证 明 (4). 证 毕 . 

推论 1.8.1 如 果 1<p<eoc, 则 CIOE LOPAR. 

证 明 是 前 两 个 定理 的 直接 推论 . 

在 引 理 1.4.3 中 ,我们 已 经 讨论 了 单位 分 解 的 性 质 ,并 给 出 
了 从 属于 集合 下 的 覆盖 {0; 1 </< Е) ИН Се 分 解 的 函数 
(p {1 < /< 月 .为 了 以 后 讨论 Co6onea 空间 理论 的 需要 .我 们 
需要 进一步 地 讨论 单位 分 解 的 有 关 性 质 . 

定义 1.8.3 FÆI O=O WARE K 的 有 限 开 覆盖 ,如 果 
消 足 | 

(i) Ке (0, 


irl 


(2) ”对 于 天 中 任 一 闭 集 G, (0) 中 只 有 有 限 个 开 集 与 G 
HERRE. 

如 果 只 满足 条 件 (1), 开 集 族 Q 称 为 集合 K HAAR. 

定理 1.8.6 КАК ЖАТ ОЕ (О, К 
-AFEA МЕ CY(R") 中 存在 函数 序列 ty, 六 有 时 可 能 只 有 有 限 
个 ), 满 足 | | 
(1) 0—1 yR 0<у (х) 13х68"; 

(2) 如 果 Gc cK, 函 数 序列 他 4 中 只 有 有 限 个 在 G 中 不 等 
+ 0; 

(3) HER y, Q 中 必 存 在 一 个 0,, 使 得 suppy,c On 

(4) 成 立 

Уф, (х) =1 , xe К. 


证 “分 三 种 情况 讨论 
а) 天 是 有 界 闭 集 时 ,从 Q 中 可 以 选取 有 限 个 开 集 ,不 坊 
8 ,01,-,0. WE Кс Ù On H31 1.43 知 fy。} E, ВИ 


足 条 件 Q= (4). 此 时 {о 只 有 有 限 个 . 

(5) КЕЛ, ЖГ K 的 边界 ,构造 集合 G= {x 
ЕК: |x] < п,й1з1(х,Г) >1 } м = 1,2. 

令 Go=b 用 92 表示 由 G。 的 内 点 组 成 的 集合 . B 

K,=G,SG,-i. , п 1,2, 

因为 G, 是 闭 集 , 旦 Gie G2…, 所 以 ,是 有 界 闭 集 . 作 开 集 族 

д, = (0, Gin [61-2 ): п = 1,2:-.}, {23 

O =Õ= {0,.(63: п=1,2,---} 
这 里 可 能 开始 几 个 K, 是 空 集 ,但 不 影响 讨论 . 显然 ， 只 要 在 0， 
НАД 1 ЭЖЕ ШЕ К, 这 里 不 妨 假设 


Õi = {0 n,0 nO m} 


EK УР ш. | 
根据 (1) 可 知 ,存在 gi(j = 1.2. n ), 满 足 
1 gyeC? (Он); 


2 #20, У, < 
j» 


з ЕК Е У gu = 1. 


ЕК 中 任 一 有 界 闭 集 G 上 ,序列 {gy } (i= 1,2,.";j= 1,2,0°° п} 
中 只 有 有 限 个 元 素 不 为 ,因而 函数 | 
g(x)= 5, Yz #(х)єС=(К) 


ул! 


НЕ K Е g(x)>0. ИЖ 
Yu) = ыз) , yO) Ў Хи) 

显然 有 у(х) =1 , хек. ЯШЕН у(х) 构成 的 序列 {Yi 
O) 满足 条 件 (1)~(4). 

(с) КЕК" 中 任 一 集合 .车 存 在 开 集 О, #48 K< G HB Q 
= {0} (1<i< о) СИ. H (b) HI ,对 于 G 存在 满 
足 条 件 (1) ~ (4) {Yn} RMX Ж, (Lv. 也 同样 满 
R (1)~ (4). ИЕ. 

BOE ЛЕ MEIK (ох) > 0). 讨 论 广义 函数 的 正则 性 定 
理 .为 此 先 证 ‚ 

ЖЕ 18.7 # уЕ CRNA. с 0 时 ,Co (R") 的 函数 

‚„* VEC АС у, 并 且 这 一 收敛 在 С” ~(R) 的 有 界 子 集 

Ta- 致 的 (在 DR) 的 拓扑 下 )， 

证 ИВ СИНЯЯ ДЕ К" 的 紧 子 集 工 ,使 得 
supp y cL, Yy ЕВ, Н В 是 CY(R) 的 有 界 子 集 .又 由 定理 1.8.5 


知 ,存在 R" 的 紧 子 集 K 使 得 LcK, 并 且 对 所 有 VEBA 
0<=< 1,5ирр(о,* у)с К. 

由 于 B 在 CY(R") 内 是 有 和 界 的 ,由 连续 可 微 函 空间 的 性 质 及 定 
理 1.2.2(Ascoli~Arzela) 容 易 证 明 ,ya€ 75 E 

"В = (2%: YEB} 

在 KK 上 一 致 等 度 连续 .因此 ,给 定 一 个 非 负 整 数 m 和 一 个 实数 
o>0, 存 在 5>0,Yia|<m 使 得 

ye-ye  \ЧУ<6 ДЕ Bx€ K 

现在 考察 CF(R") 内 原点 的 邻 域 

И(т,а) = {у Є ССВ"): lv) < c, x€ K, Vielgm} 
我 们 可 以 写 出 

(о, * ap — а") (х) 

= [обе y) — ay) dy 

Й у> 0 充分 小 ,使 对 所 有 <, o, 的 支 集 包 含 在 以 原点 为 
中 心 ,以 sz 为 半径 的 球 内 .那么 对 所 有 y 炎 E В < m fll e< eo 

|(o, * oy — 2") (х) 

< fa о, (у)|2*ф(х — y) — 2*4 (х) 14у < c 

р | 
у (о. * j – J)e Wmo), Ме < e МуЕВ 
这 就 证 明了 =—0 时 ,在 CF(R") 的 有 界 子 集 上 一 致 成 立 w,* у 
у. 证 毕 . 

如 果 我 们 将 CORIA C~(R”), 上 述 结 论 仍然 成 立 ， 

定理 1.8.8 i TEDRE TE ERYM se 一 0 时,C” 
RER CORDAR т + а, Е ЮККА Т. 

证 Ë T€ D'RDE IE — аах R ,由 (1.7. 人 有 
<T p> = <T * бу > МТМ € Со (ВЯ 


<T* w — T, > = <T* o,— T * ó, > 


В 2 


<T* (o, — ó), > 
= <T,,< (ш, —6)(y),;(x + y) > > 
<T,,<@o, (z — x), (z) > — <ó, (x + y) > > 
<T,,<@, (z — x), (z) > — ф(х) > 

= <Т;ю. * V — V > 
由 定理 1.8.7 ЯҢ 2—0 w + уф у-+0. НОЯ] y Т CR") 
的 一 个 有 界 子 集 是 一 致 的 . 从 而 当 e 一 0 时 ,< 了 * о, ~T, y> 
+0, Тео, Æ D'R") НКР Г. ЧЕ. 

推论 1.82 ”正则 化 函数 族 {0.] (e >0) 在 D’(R" ) 的 强 拓 
扑 内 收 于 5 函数 . 

证 在 定理 1.8.8 中 取 了 = 5, 并 注意 到 T* ó = ТЩН о, 
在 D'(R") 内 强 收敛 于 5. 


$1.9 Fourier 变换 


1 ° . 急 降 函数 空间 S(R") 上 的 Fourier 变换 
定义 1.9.1 急 降 函数 /ES(R") 的 Fouricr 变换 定义 为 
Л = [еч бах, аяр 
HE <х,ё > = хубу +" + x Ё. | 
因为 FE 806°), ТЕ ЖАЛ (1 9.146 НВС РА Fourier 变换 有 
时 也 记 为 FF 
{х2 de A 
例 1 函数 exp( 一 ку Fourier 变换 等 于 
(2х) vaexp( 一 ез). 


下 面 讨论 Fourier 变换 的 性 质 : 
EAO 80/е8(В") Р(х) = 一 9f/ әб | 
事实 上 ,因为 feS(R"), 把 (1.9.1) 的 两 端 对 Е, R. 由 


T (1.9.1) 右 端 积 分 对 《是 一 致 收敛 的 . 故 可 把 求 导 移 到 积分 号 
A, WA 


дә = |5 E (e “Р 4х 


= -fe “isat (ix f(x))dx = — ix;f 
| 性 质 (2) 偏 导 数 3f/ әх, Fourier 416, ‚1. 
-事实 上 ,由 分 部 积分 可 得 
NE - „(e „=> 27 of соё 


` ах; 
Ош, e~is» f(x)dx = 107 
定理 1.91 Fouricr 交换 确定 一 个 从 SCR") 到 S(R") 的 和 PT 
性 映射 . 
证 由 性 质 (1) 和 (2) 得 
{+ P(E) = fa е-1<*4> 28 (xe f(x) ах 


由 定理 1.3.2 1,97 (х° Дх ))є8(В^ ), 从 而 由 定理 1.3.1 知 ,对 所 
ЕЖЕ >0,(1 + |8) HP сео) Еке 内 一 致 有 界 ,如果 
选取 大 使 得 
1 
| fae ILTF ук dx = c < + 0 | 
那么 
О ет оо) ах 


= | дате ü вел 


< сѕир (1 + (|2) |а (x° f(x))| 


从 而 Ж Вед", Era PEO 在 R" 内 一 致 有 界 ,所 以 


.. V. м 


fsS(R* ). 另 一 方面 ,由 上 述 不 等 式 ,S(R" ) Е ры 以 及 
定理 1.3.2 易 知 , 如 果 (л) 是 一 个 在 S(R*) 内 收敛 于 0 的 序列 , 
则 Fourier 变换 {7,} 也 是 在 S(R" ) 内 收敛 于 0 的 ,因此 
ОР; S(R')—S(R-) 
是 一 个 连续 线性 上 映射。 WEË. 
定义 1.9.2 ве S(R"), 积 分 
(20) -"| е!<*4> g (x )dx (1.9.2) 


是 绝对 收敛 的 ,并 定义 一 个 变量 为 (61,62,…,E。 ) HSR” ) 中 的 
ВЖЕ (Е), 记 为 (F gE) 或 称 它 为 g 的 Fouricr 逆 变 换 . 

如 同 定理 1.9.1 一 样 ,可 以 证 明 ,F-! 确定 一 个 从 8(R") 
PJER” ) 的 连续 线性 映射 . | | 


根据 定义 ,下 列 关系 是 容易 验证 的 : 
Ев = (2п)"Е- 和 Fg= Qn)"F°lg (1.9.3) 


定理 1.92 (Fourier 反 演 公式 ) YAE 508"), RME 
/=Е ЧЕЛ) = РЕМИ) = 
Ж 利用 Fubini 定理 , му, g€ S(R"), 有 


| Г. f #(Е)е!<=# > dE 
= Г. #(Ё)е!<=> ef. e -17> y)dy} dë 
= f |. =” владу 


- #0 07000 аза 
НЕ ЕК. 
[ое SO) ty)dy 095) 


ДЇ g (22) RE в (©), 其 Fourier ЖЖ =-"8 72): ` 
再 作 变 其 替换 得 


fa #Әв@Әе'<=®а@- | вох + eydy 


在 上 面 的 关系 中 令 e-0, 得 
sO „ Aet д л) А 2000 
Ж (х) =exp(— |x|2 / DEEA 
2O) = @л)°/%ехр( — ZË) 
2 
以 及 (Gauss 积分 ) | ; - 
则 有 > НА | : , а | 
Сано) = | етее д 
证 毕 
定义 1.9.3 É X. Y ВАНН. А: XY 是 
连续 线性 映照 ,如 果 对 于 XX 中 的 每 个 开 集 G, 其 像 A(G) 是 A(X) 中 
的 开 集 (其 中 ACOM H Y 导出 的 拓扑 ). 且 A 是 一 对 一 及 满 的 ， 
即 A(X)= Y, 则 称 A 为 拓扑 同 构 . 
推论 1.9.1 Fourier 变换 确定 一 个 从 SCRo 到 S(R99 上 的 拓扑 
同 构 . 
它 由 定理 1.9.! 及 定理 1.9.2 可 直接 得 出 ， 
性 质 (3) 277 808°), Ау 
[Ра [| red газо 
事实 上 ,只 须 在 (1.9.3) 中 令 x=0 即 得 OO O ` 
性 质 (4) (Parseval 公式 ) 若 М g E SR"), W 
| | „f Bdx = Оп)" f „ЕЛКЕ | э. (1.9.7) 
事实 上 ,利用 性 质 (3)(1.9.3) 及 Fourier 反 演 公式 ;可 得 ` 


|. Ff Fedt = fa f F(Fg)dx 
= Cn | 7 Ё=ЦРЕ)ах 


- =)" [| rzar 
TERG) RR Fourier 变换 . 3£ f в ESR, MWA 
| Уве Ре (1.9.8) 
H Fubini 定理 有 | | | 
SERE = [| ei> Р в) бах 
= |е | лое б: у)ау}4х 
= f Г. е 7049—2476 71694 Ду) в (x — y)dxdy 
= | гске fa e Te — y)dx) Ду)ду 
= Е) |. 1 0а = 74) #0) 
性 质 (6) RIRN Fourier 变换 . 车 fg€ SRIMA 
Га = Ол) 9+ ё (1.9.9) 
利用 Fourier 反 演 公式 和 Fubini 定理 ,得 | 
700) | „е Cree fy) | 
= (2) f e-get) {f етен Pi)an) ax 
= (2л) е т> g (x) (п) ахат 
= Ол) "| ета б) ааа 
= (2л) -af ee- т) (т) ап 
= (2л) -"(7* £) (E) 


如 果 我 们 定义 
Г) = f(— x) (1.9.10) 
则 由 Fourier 反 演 公式 (定理 1.9.2) 有 
性 质 (7) f€ S(R9), 有 | 
| (2л) —*Е(ЕЛ (x) = f(x) (1.9.11) 
2° 组 增 广义 函数 的 Fourier 变换 
# 1° HEH Fourier 变换 是 一 个 从 5(R") 到 S(R”) 上 的 间 构 . 
这 就 使 得 我 们 可 以 利用 对 偶 性 来 定义 缓 增 广义 函数 的 Fourier Æ 
定义 19.4. 设 TES'(R"), 它 的 Fourier 变 换 是 组 增 广义 函数 
FT 其 定义 如 下 : 
<ЕТ > = <TFy> VyeS(R’) (1.9.12) 
H (1.9.12) ELM SR") 到 5'(Е^) РЗ ЁЗЕН] 
Ë F: 88") > SR") 的 伴随 算 子 . Т, 是 由 feS(R") 所 确 
定 的 缓 增 广义 函数 时 , 由 性 质 (3) 可 知 (1.9.12) 和 (1.9.1) 是 一 致 
”的 ,因此 我 们 用 同一 个 记号 下 来 表示 S(R*) 中 的 元 家 了 / 
的 Fourier 变换 FARA RER LEK TH Fourier 变 
换 FT( 或 了 
例 2 MRL! R) 0 
Py = Titip = Е 
事实 上 ,只 要 在 


<> = f ох) (х)ах 


= олоо {| „ес єч” Оаа ах 


中 交换 积分 次 序 就 可 以 看 出 本 命题 是 正确 的 ， 
在 上 述 意 义 下 ,组 增 广义 函数 的 Fourier 变换 是 急 降 函数 的 
Fourier 变换 的 推广 .同样 ,我 们 利用 对 偶 性 来 定义 缓 增 广义 函数 


的 Fourier ИЖ. 

定义 1.9.5 É TCS' (R), ÈN Fourier ИУ Уу, 

<Ё-!Ту> = <T,F-'y > ХА єҖ(Е”) (1.9.13) 

由 (1.9.12) 定 义 的 缓 增 广 义 函 数 的 Fourier 变换 有 如 下 性 质 

性 质 (1) 它 是 线性 的 | 

性 质 (2) Е ЧЕТ)=Т 

性 质 (3) W TeS'(R"),M] Е(іх;Т) = 一 2 了 /3bj. 

事实 上 ,由 急 降 函数 Fourier 变 换 性 质 (2),yweS(R" ) 有 

<ix]T,y > = <ix;T $> = <T, ix > 

= <7Т,(—э{/әф,) >= <f, ay / ә > 
= — <əT'/ əč y > 

性 质 (4) ЕОТ/ әх) = ik T. 

事实 上 ,由 急 降 函 数 的 Fouricr TRPE) y ES(R") 有 

<(əT7Zax i) y> = <2аТ/ах,ф> = — < T,ə% / әх > 

= — <Т,—їбф > = <і> 

定理 19.3 Fourier 变换 建立 了 SR") 到 SR”) НЯ 
对 应 关系 ;， . 

证 ”线性 同 构 是 显然 的 .为 说 明 拓 扑 同 构 ,我们 考察 广义 
函数 序列 {Т„} cS‘(R*"), 生 按 S‘(R") 的 拓扑 ,有 Г, +0, 由 

<FT, >= <T ,FY> МЕ") 

以 及 Fourier 变换 建立 了 S(R" ) 到 S(R* ) 的 同 构 对 应 的 事实 可 ` 
ЗН <T.,Fy > 一 0, 从 而 «ЕТ, у> 一 0, 即 Fourier 变换 是 
S'(R" ) 的 线性 连续 映射 同 理 也 可 证 Fourier 逆 变换 也 是 S/ 
(R" ) HSR) 的 线性 连续 映射 .从 而 Fourier 变换 建立 了 
SR” ) 到 S‘(R" ) 同 构 关 系 ， 证 毕 ， 

在 Fouricr 变 换 的 古典 理论 中 ,曾经 证 明了 当 feL? (R" ) 时 


Re) = |е дах 


Те, АЎ) 612 (R" ), 而 映射 
fel? (В") = feL2(R") 
是 一 个 同 构 . 另 一 方面 ,L?(R" ) c S《R" )( 见 定理 1.4.4), 于 是 在 
广义 函数 的 意义 下 ,平方 可 积 函 数 的 Fourier 变换 存在 -. meg 
增 广义 函数 的 范围 里 ,有 下 述 定理 : 
定理 1.9.4(Planchcrcl 定理 ) ШЖ fel? (В"), Д] Т, 
的 Fourier 变换 个 可 以 用 某 一 个 函数 feL?(R" ) 给 出 ‚Шо 


f = Ту, feL2(R") (1.9.14) 
并 且 还 有 Parscval 公式 | | | | | 
Роза = (20) "7 Лози. ‚ (19.15) 


证 利用 Schwarz 不 等 式 及 (1.9.7) 可 得 
|<2®ә>1=1<Тё >|] ода 


< Л. Ї один = Or)? Л ог ШН ozr 
муре (В") (1.9.16) 
此 即 全 / EF L? (R*) 的 范 数 是 连续 的 ,又 S(R") ELR”) 中 
HR, MUT, WE LR’) 上 的 线性 连续 泛 函 ,而 且 由 LL?(R") 
的 Riesz 定理 知 ,存在 唯一 确定 的 feL? R" ), 使 得 


<> = Г. уб) Pex) dx = <Тф>, 


Г. Ў) у (к)ах =Í. Дх)ф (х)ах. ` МЕ (К") 


ИРИ лда, = Кае < Qz)" дя, ,从 而 有 
ШЕ(ЕР 1 2а. < (2л) "Я aar < (27) "Л ozr 
| мусі R”) 0.9.17) 
另 一 方面, 由 (1.9.110) 知 ,yeS(R" ) 有 


f rence)ar = [| одвода 


= @л}* |) )ах = Ок)" ах. 


从 而 FEN (х) = Qa)" х) (а.е.), 因此 (FENI oana 
= (2=)* Лоза РН (1.9.17), АЗ (1.9.15). 证 毕 . 


广义 函数 意义 下 的 Fourier 变换 ,仍然 可 以 把 卷 积 运算 转 换 
为 乘积 运算 ,也 可 把 乘积 运算 转换 为 卷 积 运算 . 
性 质 (5) YopES(R"),TE S'(R"), 则 .p * ТЕ 5“) В. 
(рТ) = Ф? (1.9.18) 
事实 上 ,yyeSQR"), 有 | 
<ф* Т, > = <ф* T, > = <. <Т,,ф(х — y) > ф(х) > 
= <Т,,<ф(х—у),ф(х) > > 
由 (1.9.11) 式 , 故 | | 
<g $ T, > = <Т,, (0) -"(Е(Еф) * Еф) > 
= <Г,,Е((Еф)џу) (у) > 
= <Î, фу>= <ф Î, y> 
从 而 得 出 (1.9.18). 
性 质 (6) VTE SR"),SE E (R DN 
| 7#5=75 _ (1.9.19) 
定理 1.9.5 i TEER”), WEH Fourier BRE С=(Е”) 
WRX, В 
T(E) = «Т.е > > (1.9.20) 
证 ”首先 我 们 注意 到 (1.9.20) 的 右 端 是 有 意义 的 , 这 是 因 
为 了 是 有 紧 支 集 的 广义 函数 ,而 e-'<x> RF xÆ Се (Ке) 的 
函数 ,由 引 理 1.7.2 类 似 的 结论 知 ,(1.9.20) клат eR” 
是 Cm(R"') 的 函数 . 
现在 证 明 (1.9.20) <. fo.) (e >0) ВЕН ,由 
定理 1.8.8 知 : (ЕЕ’®”)Я) T * о, Т. AME SR) 内 也 
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Ж То,» TÜ RT£o,— T. Я Т* о. ЕС? (В"), Ë 
T oO = |„„(Т* о) бе чаз 
. Ra 
= Г. <T, 0, (х-у) >e > dx 
= < т] 0. (х 一 yje -1<=4> dx > 
= <T,, <0. (x — уе <> > > 
{Н <o, (x у) i > e i> Ща э ОЖ 
| (T£fo,)—> <T,, 79% > 
对 于 每 个 y(E)eCg (В" ), 同 样 可 证 
<(Т+о.) 4 > = <T*u,<e S> (2) > > 
> <T,,<e i> ($) > > 
= <<Toe t> > (> = 
因为 已 知 T*w, 一 个 (在 SGR") 中 ), 而 极限 是 唯一 的 , 故 
Î= <Tr,, <> > 
证 毕 . 
例 3 5 函数 的 Fouricr 变换 
«Расса > = <Tis-a > = (а) 
= [Фе ча 


= <е-!<4> ду > = <T,- <a> р> 
所 以 | 
Тик -an = Тохи-<+м», (1.9.21) 
特别 , 取 a = 0,8 i 
| . Pa = Та о. (1922) 
а 函数 1 的 Fouricr 变换 


<ТҮ.№> = <T> -| Фах | 


-J уе! “> dx 
= QO)WO = < Ол)» = 


所 以 ， . | . ‚аме . 
P. = Qn) Tae | (1.9.23) 
{5 sin ax 的 Fouricr 变换 
H 


1 кт 1 ах _ р-мх Ú 
sinax = >; (e e~t) Д 
< Тира № > = <explidx) p > ` 
= Í. elex h (x )dx 


= (2л) "у (a) = < (2z)”T e - ay > 
Af T asua) = (2n)" T g a AR 


a 12 a 
Т saax = 一 9; (T estan 一 Т ap(— iax) ) 


„с 


(Ги +a) 一 Ta ) (1.9.24) 


3 ° Paley- “Wiener Волчак -o 
定义 1.9.5 广义 函数 TE E'(R") 的 Fourier- Laplace 变换 
是 整 解析 函数 : 
人 = <Т,,е- <> > (1.9.25) 
ЕЯ 1.9.6 (1) 在 Rs* 内 有 紧 支 集 的 广义 函数 T 
的 Fourier - Laplace 变换 是 K(n 维 复数 域 ) ОА ЕП, Ç 
满足 下 列 性 质 : = 
存在 常数 c 和 a 以 及 一 个 整数 ， n 
IF(|< e(l + igi) "ехр(а (|) eK ° C (1.926) 
反之 K 内 每 个 满足 (1.9.26) 的 整 函数 也 一 定 是 其 个 赂 于 E (R°) 
的 广 义 函 数 的 Fourier — Laplace 变换 . 57 - 
(2) 在 Cz(R*) Ф ЇЇ Fourier 一 Laplace 变换 是 及 


一 全 一 


ЯША FEE pR E ЕО: 


存在 常数 a> 0, 对 每 个 整数 n>0, 能 够 找到 一 个 常数 c, 使 得 
ГЕО < (1+) "exptalImtl) Ае (1.9.27) 
反之 ,K 内 每 个 满足 性 质 (1.9. 27) 的 整 函数 也 是 СЖАЛ 
的 Роиг. ст - Laplace 变换 . 
证 (1) É 
ЕС) = <T, 71> > 
是 广义 函数 TeE (R" ) 的 Fourief ~ Laplace 变换 , шей 1.4.3 
知 ,存在 常数 c> 0, 整数 n> 0 和 Rs 的 紧 支 集 忆 ,使 得 -vy 
еС® (В") 有 и. А 
РЕР | (1.9.28) 


мя 
‚*%9 


设 a 是 一 个 正 实数 ,使 得 紧 支 集 U c В, = (xeR": lxl< <a) x 
у(х) = exp( 一 i<x 必 >), 于 是 有 
ачр (x)| < ехр(< хи >) . 


Нш C . я 
вир]: (к)! < < выр нел <> à 
Me б а 5 болюк ' А 
< (1 + 14)" р. 1 (19.29) 


出 (1.9.28).(1.9.29) 和 FORE ХЗ 89.26). 
- 2): & FORRA y EC Кр Fourier— Laplace 变换 ,46>0 
使 得 suppe B, ,对 每 个 E29 有 : йы: моз 


Па {а o=] K 


HBHik— EA ARIS — Ие | 
Е eep Ose. ара). „ы ко 
这 表明 ,对 每 个 整数 n>0, 有 | ИЧ Е 
(1 1612)" 21901 << exp(aln|) оо (19.0 


— 66— 


利用 不 等 式 


就 可 得 到 (1.9.30) 等 价 于 (1.9.27). 

(3). 反 之 ,假设 性 质 (1.9.27) 成 立 ,并 定义 。 

Л = 0л) |, Реге ар 
Яр Ах) ЕО Fourier ñ 56 R". 由 (1.9.27) 知 上 述 积分 是 绝 
对 收敛 的 . 且 
оек) = Ол) -中 FEO rer? dt 

也 绝对 收 化 .因此 ,f (DE С“(В”). 

下 面 证 明 /有 列 紧 支 集 . 设 п = (пт) в 是 任意 固定 的 
一 点 .由 假设 ,F(O) 是 整 函 数 并 且 满 足 (1.9.27), 所 以 

Дх) = Ол) |Р теги д 


这 里 的 积分 是 绝对 收敛 的 . 取 N = n+1, 利 用 (1.9.27) 得 
(x)! < с(2п) “"*exp(aln| — < x,n> ) ° 
fa a+ sat 
于 是 
ECO) < с^ explain- < x,1>) 
如 果 在 上 述 不 等 式 中 令 n= 1x, 则 有 
œ) <c'exp[—(lxË—al|x])] 
车 (一 +oo, 则 这 一 不 等 式 表明 : М x€ Ra 的 模 Ix|>4a 时 ,f (x) 必 等 
于 0, 因 此 supp Xx) < B。 
(4) 最 后 , 设 F(t) 是 天 内 的 整 落 数 且 满足 性 质 (1.9.26). 那 么 
由 (1.9.26) 知 ,F(t),[€ R" 是 一 个 在 无 限 远 处 缓 增 的 函数 ,于 是 , 它 在 
R' 内 确定 了 一 个 缓 增 广义 函数 , 它 的 Fourier WERE SR 的 
一 个 元 素 .我 们 要 证 明 工 在 R" 内 有 紧 支 集 .为 此 , 设 {0),j= 1,2,…， 


是 Со (R") 内 的 正则 化 序列 ,使 得 wj 的 支 集 包含 在 以 原点 为 中 心 ， 
以 广 为 半 径 的 球 内 .由 (1.9.18) 有 

T o= Та, 
由 于 个 = F(O МА (1.9.26), ШТО, WEE (1.9.27) PE a R 
ati 所 得 到 的 不 等 式 . 故 (T* o, )eC> (R*),supp 
(Т* а) <В... АЖ ЕНЕ (Тз о,) 的 极限 的 广义 函 
数 了 也 必 有 紧 支 集 , 且 suppTc 8。 证 毕 . 


第 二 章 SELO) 


第 一 章 中 已 经 引入 并 讨论 了 Lr (Q) 空间 的 定义 和 一 部 分 性 
质 ， 本 章 要 证 明 空间 L，(Q) 的 重要 的 基本 性 质 ， 即 完 务 性 一 
致 中 性 等 . 


824 空间 Lr (0) 
在 $1.2 中 ,已 经 给 出 Lr(Q) 空间 的 定义 ， 对 于 空间 
Lr (0) 中 的 元 素 〈 即 满足 {1.2.3) 的 可 测 函 数 的 等 价 类 ) ， 引 
人 加 法 和 数 冬运 算 ， 并 注意 到 如 果 u, veL’ (N), MAT 
[и(х) + v(x)|” < (u(x)| + [>(х)[)” 
< X (lul) + |v(x)|°) 


得 u+veLr(Q), AU L (Q) аЗ. 
在 $1212, ZAHL (O 空间 的 范 数 ， 即 


А 1/р 
lulo, „a= | монан} 1 和 p < о (2.1.1) 
п 


lulo. о. а = 65$ suplu(x)] =inrí(k: |и(х)| <А) (2.1.2) 


由 范 数 的 定义 及 Minkowski 不 等 式 容易 验证 由 (2.1.1) 
和 (2.1.2) 定义 的 Lr (Q) 上 的 泛 阔 是 一 个 范 数 ， 

下 面 证 明 线 性 赋 范 空间 L’ (О) 是 完备 的 ， 

定理 2.1.1 ШЖ 1<р<о, ML” (0) 是 一 个 Banach 
空间 . 

证 RENY (u, } 是 空间 Lr?(Q)(1<pg%) 中 
的 Cauchy EA., WEL’ (©) 中 存在 一 个 元 来 xu， 使 得 (un) 
在 Lr (Q) 中 收敛 于 wu. 分 两 种 情况 : 

(1) #1<р<со, НТ (и,} 1,7 (0) 中 的 Cauchy Jf. 


IL AMER {us} 的 一 个 子 序 列 {и} 693 
{+з ~un jlo р. а < 1/21, = 1, 2, +з 
{Ера 


Ут (х) = [№ no |+ У јами ин | 
. ри | 


ГИА 1 x€ Q, РЯ JE ЕА, БТ 
Him ym (х) = у(х) 


H Levi 定理 * 和 Minkowski FER. 有 о 
| (v(x))'dx = im | {vm (x) )’dx 
Q 


P 
= mm | B | + Ў ши ик | dx 
m— J ü ` jmi 
= . Ир ` 1Ир}р 
< lim || Jit no par] + sIf |a, — Hn "| | 
Wm ün j=l 
| 1Ир 50 Р 
«| ма | жузго} < 00. 
n i=l 


因而 у(х) 几乎 处 处 有 界 ， 且 ух) О). HIRA 


* levi 定理 EXENA LAN NEME KEN о) «лы < Зи, (к) < 
‚ Вибо) = Пти, (z), 出 


ЕЗ7] и. (x)dx 
а s... Ја 


{u na (x)} = fun +5 (инь 一 им | ЕО ЕЛА St Bl 


ИЖ u(x), H w(x)eL’(0). 
现在 证 明 {w } 在 ТОРС u(x). 事实 上 ， 根据 F Fatou’ 引 
理 * 得 | | 
| lun (х) — и(х)|Рах -| lim [un (x) — инь ера 
.. VN 


“Я 


< lim inf К 0-и. na Cdx <e 
最 后 一 个 不 等 式 利用 {ие Cauchy нья ваа 
ы 8>0, Мп: яК, ДЕ ae 


| |ua (x) 一 И <e’: 


即 lim | lun (x) — u(x) |P dx = 0 
amo Ja 
(2) paol, {и} ТОЧ Cauchy 序列 ， 则 存在 一 个 
零 测 集 A cQ 使 得 如 果 хф А, Д0 л; mi 1, 2, +< 
fun (x)| < еко... 5, Q ` 


а) и 016 ju, — „1, о. @ 


О 1 < =. ER PAR, u, fE ОХА 上 一 За 个 
HARER и. 对 于 xE A, $ 令 их) = 0, AR s€ L° (HE 


* Fatou 引 理 : 若 {w,} 是 定义 在 Q 上 的 非 负 可 测 秒 数 序列 ， 则 “ 
| ( lim inf ч.5) 4х < т inf | u, (x)dx 
Q m-a т-а а 


| йт |а, — üll o, о. й = 0 
kew 


因此 LQ < р<оо) Е. ЕЁ. 
推论 2.1.1 ГО) <р< оо) Ш Cauchy 序列 必 存 在 一 个 
жо 上 几乎 处 处 点 收敛 的 子 序列 . 


§ 2.2 Clarkson 不 等 式 及 工 ?(Q) 的 一 致 凸 性 


任何 赋 范 空间 关于 其 范 数 拓扑 是 局 部 西 的 . 

. 定义 2.2.1 МЕХ 上 的 范 数 称 为 一 致 目的 ， 是 指 如 果 
对 每 个 满足 0<s<2 的 数 s， 存 在 一 个 数 ie Вх, yC X: 
Яхі х= Пун = ЖИ xyli x2e, Ж, H (+y) 21 x< 
1-8 ПНВ Х 称 为 一 至 名 的 ， 


在 Hilbert 空间 X 中 | 
1х1 = (x, х) х О ” (2.2.1) 
` 由 平行 四 边 形 定律 — f 
lx + yl? + |x — ylš = Зы в +258. (2.2.2) 


可 知 Hilbert НЕМ. с. 

本 节 中 ， 我 们 要 证 明 对 于 1<р<оо, ZA (ОЕ 
的 ， 即 其 范 数 满足 定义 2.2.1 中 的 条 件 . 它 可 以 通过 ELP(O) 的 一 组 
不 等 式 来 得 到 ， 这 组 不 等 式 推广 了 LO) 中 的 平行 四 边 形 定律 ， 
它们 是 研究 L"(O) 空 名 一 些 重要 性 质 的 工具 .为 了 证 明 这 些 不 等 
式 ， 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.2.1 如 果 1<p<oo 且 a>0，4b>0， 则 

(a+ b)”<2”-l(a +57). (2.2.3) 


证 ”如果 az= 0，(2.2.3) 式 显然 成 立 .如 果 a>0，(2.2.3) R 


可 改写 为 Е 
(1+ х)? <2°1(1+ xP) ` (2.2.4) 
其 中 0<x=)b/a М f) = (1+x)”/ (l+ х”) МЕ 

0) = 1 = lim f(x) 而 且 当 0 < x < ol, f(x) >i. 因此 对 


ГАЈ 


T x> 0, 7 在 其 仅 有 的 一 个 临界 点 x = 1 上 下 得 : 1 的 最 大 值 ， 由 
ФД) = 22-1, 818 (2.2.4) 式 ， Е. 

8| 2.2.2 ШЖ 0<5<1, MER =) ИЖ х>0 
的 递减 函数 . Е 

证 /U(x)= VEEE 其 中 а= 1-1 м, 8 № 
0<w<1， 又 因为 对 于 0<г<1, gU(D=-—WImi>0, ННЯ 
&()<в(1)=1, 因此 /<0. Еф: 

引 理 2.2.3 ШЖ1<р<2 at) 则 


_ L /@-n ` 
=l +z: t” 1, \' p- (2.2.3) 


其 中 m= p / (р-1) Ж p ЇЗ Н. 

证 如 果 p=2 或 1=0 或 /=1，(2.2.5) 中 等 号 显然 成 立 ， 
故 可 以 设 1<p<2 和 0<1<1. 变 换 t= (1-5) / (+s) 把 区 间 
0<1<1 映 到 区 间 0<s<1 Е; 把 .(2.2.5》 化 为 等 价 的 不 等 式 


SA+ + 1-2)" - (+8120 (228) 
сс 
(” P\ pip- D-2 0-40 ‚ N 


(2.2.6) ЗАЛ ЕУ ЖКО ` 


НОНО 
и з 
7 POS] ”一 (je (a) sa} 


XF 0<8<1, эх— ЫК. 只 要 证 明 对 于 0<s<1， 级 数 
中 的 每 一 项 都 是 正 的 则 可 得 (2.2.6). 第 大 项 可 以 写成 
. 2-00-96 РЕ), os 
озар . {2 . а ш: 
G= DO p) G: p): эйр), Е -b 
hj. ФЕ 1) Е 
+ -DQ piee == г), аи 
(2k)! 


_ @-РВ-р)* .Qk р) ， 
(2Е—1)! ТҮ 
|. 2-9 pt р- РТ Pl sir- -| 
1026026 =p). kip о. МЕ .- 
20-р) 03 ptak- р): sa ` 
Qk D! 
1 КЕТУ лу а о 
ЕЕ р)/ (р-1) 2К/(р—1) 
由 于 p<2, EREET, Г f ЖЕШ. X H 
0< (26-р) / (p-1) <2k / (р—1), 及 引 理 2.22; 右 端 第 二 个 因子 
也 是 正 的 ， 于 是 就 证 明了 (2.2.6) 式 ， 从 而 得 到 (2.2.5) 式 . ЕВ. 
引 理 2.2.4 2, ЄС), MÆ 1<р<2, M 


z+ wl” z— w |” (1 1 уи" 
< {121 +< |w” 2. 
А | +| = | НЫ (22.7) 
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= _ P l 
Jek <s!: У w |” (2.2.8) 


证 当 z=0 或 w=10 F, (2.2.7) 05, TN R (2.2.7)x F-J: 
z fl w ER RII > > 0, ЕО) H A 


1+ ге" |” реи /1 1 1/00 
A 二 <(;+;r') ‚ 229 


Жи := 0, т>0, 0<0<2r. 40 0=0, ВАО 
理 2.2.2 的 结论 :我 们 证 明 ， 对 于 固定 的 r, BN 
КО) = [1-4 re "+ |1 re |" | 


在 0=0 处 有 一 TRAM. 利用 这 一 结果 来 完成 (2.2.9) 式 的 证 册 ， 
因为 
f(O} = (1 + r2 + 2rcos0)”2 + (1 +r? — 2rcos0)” “2 


显然 有 (2z-0)= 太 (ze- 候 = 广 (0)， 所 以 只 要 在 区 间 0<0<л/2 

研究 /就 行 了 .由 于 p>2， 在 这 个 区 间 上 ， 有 

| ` f'(0)= —Pprsin0[(I] +r? + 2rcos0) /2-1 
—(1+r2— 2rcos0) ®/2- 1] <0 


因此 f fE 0 = 0 处 达到 最 大 值 ， 0. 2. 9) 得 证 . 
ШЖ 2<р<+оо, 1 хр’ <2, 4 (2.2.1) АЧХ pA 
p ŻAMMA 2.21, # | 


2» [ё (1 zal 过 多 _. 
Б] «(и egm) 


В 
“| 2 


2 |. 


“1,. .1 А р/р 
一 | 一 P 二 一 ” 
(541 +>lw| ) 


1\ р/р 1\рир 
caro (3) iera (3) Iwe) 


НР 


从 而 (2.2.8) 成 立 . 证 毕 . 
定理 2.24 (Ciarkson 不 等 式 ) 设 uv€ LYO, 
р’=р/ (р-1), №1 <р<оо. ШЖ 2< p<oo, | 


г АЕ, ла 
1 | 1 | 
< мн. но +5 № ло (2.2.10) 
8 十 ?> l u— y | | 
l > 14 Р. 2 0, р. В | | 
1 1 у-1 
> (3 1.15 >, o + 5 МУН в, a) | {2.2.11) 


М 1<р<2, М 


И pna HES но 
< (Ты natl bl na) 0342) 
н ~ p. а +18 АА an 

>; bulg. „а+у {у ро (2.2.13) 


证 对 于 2&p<ece， 在 (2.2.8) 式 中 取 z=u(x) 和 w=v(x) 并 在 
О 上 积分 就 得 到 (2.2.10). 为 了 对 1<p 专 2 证 明 (2.2.12) 式 ， 我 们 首 
先 注意 到 对 于 任何 иЄ (О), tul” lo, р-1. @ = {н p йз» 利用 


相应 于 指数 р—14<1 的 逆 Minkowski ЖА ° 和 r= u(x), 
w=v(x) 的 (2.2.7) 式 ， 有 


5" 


I£, a + S Zna 


«+ 


Кї 
<(| (1 5196017 +5 ор)" | 
-($ 


р 1 
lulls, ГА a+; ИТП na) , 


le s-i n 


и(х) — у(х) 
2 


Jo. рта 


ANKA t⁄@-1 
) 'ax) 


“二 | + 


此 即 (2.2.12). | 
对 于 2<р<оо, fë M) WE (2.2.12) 1] FE М ЛЕ ЖЕН 
(2.2.11)， 不 过 要 用 相应 于 p-1>1 № Minkowski 不 等 式 ** ЖК 
替 逆 不 等 式 ， 用 不 等 式 
E+n|” , |&—п|”\?”-! 1 P 1 P 
(+ + Б T >ш + 


来 代替 (2.2.7). 即 在 (2.2.7) 式 中 用 PRE p, rn RE z，5-n 代替 
w 就 可 以 得 到 这 个 不 等 式 .最后 ， 能 够 从 (2.2.8) 的 一 个 类 似 的 修正 
得 到 (2.2.13). HE. . 


+ iMinkowski Ж #0<р&1, ит), WI 
{ш + | vll. „а 2 bule p á + |. ” 


* * Minkowski 不 等 式 设 1Sp<oo， 则 
| DE ра 8 Пи, ра + уй, „в 


当 p= 2 时 定理 2.2.4 中 的 Clarkson 不 等 式 与 平行 四 边 形 定 
о. 2.2) 是 一 致 的 . 
pr 推论 2.2.1 如 果 1<pxco， 则 LMQ) 是 一 致 是 的 . 
证 В uve TIOR E Пи а= Ivl а= РЖ иу пора 
2&> 0. | | | 
如 果 2<р<о, ae. 2104 


g” 
"la <1- 57 


如 果 1<p<2， 由 (2.2.12) 有 


| 2 Ia < 1—55 


这 两 种 情况 中 都 存在 = 5(e)> 0， 使 得 
+”) [оа < 1 一 6 


证 毕 ， 

# Š 1.8 H, 我 们 曾 讨论 了 空间 CQ) 和 СО ТРО) н 
稠密 性 ( 见 定理 1.8.4 和 1.8.6)， 在 此 基础 上 ， 我 们 讨论 LOA 
可 分 性 . 

定理 2.2.5 如 果 1<p<oo， 则 LO) 是 可 分 的 

ЧЕ 设 жк PER, za0 是 D 的 边界 ， 对 每 一 正 整 数 
т, ERR 

0, = x€ Q: dist(x,20) > 1/ m, Hiem), 容易 证 明 


С„(О) = Ü C, (On ) (2.2.14) 


m=! 


记 了 是 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 全 体 ， 而 
Ри = {Zan f: feP} ， (2.2.15) 
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НОТИ чара jinas ИНА 


这 里 хо. 是 Qu 土 的 特征 硒 数 ， 即 
s: w = ds, XEN n ; 
‚з 1%, xéQ, ` : 
Ш. CADH P, 都 是 XQ) 中 的 子 集 . 

如 果 u € LP(Q), ,对 任 给 的 2> 0， 由 定理 1.8.4 知 ， 存 在 函数 
ФЄС,(0). EI Il uo ll. a <s 2612.2780 о 属于 村 一 个 
Cond RA 

1 Z i < dist(suppo, э) 
м. Weierstrass 定理 ( 见 定理 1 1.2.1 的 推论 ) 知 . P, 在 C (Q „PA 

H MEET €p. 使 得 77 SS 


lọ- А.д. <5 um, 让- 1⁄2, оз 


因为 Q。 是 一 有 界 集合 ， 从 而 有 


tp - 
T ла], lp- pa 
= © izy | ` 
-| .|9 一 e] <£ ⁄ 2 
0 а . - 


- 


由 此 可 知 对 全 给 :> 0, 存在 fe U Ри We 
I- Az <s | 


и Dp а) 8, aF Pn ЖЯ, ШҮ? 


m~l m= 


可 数 的 ， 从 而 (О) 是 可 分 的 “证 毕 。 7° 
必须 注意 LARET W. у 
Lm(Q) 空 间 还 有 一 个 很 重要 的 人 性质， 这 就 是 桥 件 定 更 ， 我 们 


Asin WEH ЛИ АЯ. 
ТЕШ 2.2.6 (Riesz — Thorin ЖИП) 没 роз ри, 90 
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241, TeL(Lm (Q), Le (0)), ҖЖ ЕЮ М.: 

同时 Ter (L= (Q), Lu tQ))， 其 算 子 范 数 为 M1. 

则 тега (Q), тау), АЙР M 满足 
MEMI MÑ. > 


ОЕ ГР, 1.120 ..0 шу. 
， -ip po p 4- 40 gQ > 


$23 ЗО) НЕ 
这 一 节 要 讨论 Lz(D)(L < p < о) Н И. 
оооу RRL D ЕВНЕЙ: p, p еН 


数 ， 即 1/р+1/р+=1. 
对 于 每 个 元 素 ELOA) H 


l, (и) = | и(х)у(х)ах yueLr (0) (2.3.1) 
“= | 
Ех LQ) ЫЕ L, ВЕ Носио 不 等 式 
: М, ег) | < фи ола yl orn 
从 而 1,e (LP (0), 而 且 
Hoo) < 170 ола (2.3.2) 


Буа, у: ЖІ” (Q) 中 两 个 不 同 元 素 ， 则 由 (2.3.1) 确定 的 
两 个 线性 泛 应 1,, ， 和 1,; ERAB. 实际 上 ， 如 果 结 论 不 对 ， 
BDI, 91, ML HI 


| | ‘узиах Xe Le (QY; ` 
a a E | 
| (ут —у2 )udx = 0 Xue Lr(Q) - (2.3.3) 
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Ў 1<р<оо, ЖЖ. 
un = уу у2 |72 (01 — уз) f (2.3.4) 


显然 ， u, € (О), B u 代替 (2.3.3) 中 u 有 


of (vı — v2 [уз — v2 |22 (vı — v2 )dx 

a А А ... 

-| [ур уз |” dx (2.3.5) 
а 


于 是 у уз (ae) 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 而 /,， 和 ЖЕ. 
类 似 地 可 证 ， 当 p = 1 时 ，1,， 和 1, 不 同 .于 是 Lr (Q) 中 的 元 
素 通 过 (2.3.0 与 LAY 中 的 一 个 子 集 建立 一 一 对 应 关系 . 但 
Ë L” (Q) ВВ ЧЕ (2.3.1) 同 整个 (Lr(D)Y 建立 一 一 对 应 关系 ? 
即 (Lr (Q) EEA (2.3.1) 的 形式 来 表示 ? 我 们 要 证 在 lgp<% 
时 ， 确实 是 这 样 的 . 
引 理 2.3:1 ` 1<р<со, ТЄП) А 
O Meast 


则 存在 唯一 的 w€《 1L?(Q)， 使 得 ow 上 „а= Ко) = 1. 
证 根据 假设 sup 10)1= 1， 知 在 Lr Q) 中 存在 一 个 序 


oo =l (2.3.6) 


和 lHmi(u,)= 1 (2.3.7) 


现在 证 明 {uj} 是 LP"(0) 中 的 Cauchy 序列 ,用 反 证 法 ， 如 不 
然 ， 必 定 存在 某 一 正 数 > 0， 以 及 ou 的 两 个 子 序列 fu 和 


Па nk 一 U mk i орӣ > 20, (2.3.8) 
把 Clarkson 不 等 式 应 用 到 每 一 对 函数 u, 和 wm: Б, 38 p>2 


IM, (2.2.1055 


Un +и,„ и». — Ит 
и + ана 
<(; [а nk Н bpn += 1 ди [әп )- 1 | (2.3.9) 


41 <р<28ф H(2.2. 1 


nk + Ит Um 
20 а + — <1 (2.3.10) 


由 于 | Ea | /2, H (2.3.9) #1 (2.3.10) 知 ， 存 在 一 
个 与 ЦЕРА nel, їй 


И + им 
2 


lopa < 1—n. 


在 序列 {были / 2} 中 只 可 能 出 现 有 限 个 函数 为 零 ， 否 则 子 
序列 (ua) 和 fw 不 可 能 满足 (2.3.7). 把 是 零 的 函数 除去 ， 仍 
用 (иаи) и 2) 来 表示 这 个 序列 . 作 函 数 


ит |... 
{шь + мик [орду 


显然 ПО. Па 1. В 


Оһ = 


КЦ») у= (им) + Hime) l 


E oan 
> gga Ga) + Ки] 
由 (2.3.7) 得 . К 
lim inf 0.) > = — >l созар 
ї-® — ` 


因而 至 少 存在 一 个 kos #0 0 их 1, М (Обь) > t, > 
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这 与 sup Mu) 1 矛盾 и. ж Caucly жя. 


lufosa mi 


H L”(Q) ЗЕЕ, (и, } E L (Q) 中 收敛 于 某 一 函数 多 
е1 (0), ШЖ lola = 1 (о) = 1. KA o 满足 定理 的 要 
现在 证 明 叭 一 性 . 如 果 不 唯一 ， 则 另外 存在 一 个 序 


Я] {7,} 满足 П, a] = 1, 和 lim I(#, ) = t, PHN (z, } 


在 Lr (Q) Ра (я о). ЦИ. 和 n) 看 作 上 
面 已 讨论 过 的 一 对 序列 {Um} 和 {Uw}， 进 行 由 (2.3.8) 
至 (2.3.11) 类 似 的 讨论 ， ан, 从 而 证 明了 唯一 性 ， 
W. — 
引 理 232 如 果 1<p<ec 且 vE Но! Ka 
ПЕН IC (Q), #3 | 
Маха» = 1 H Iw) =1. 


证 若 给 了 oC LOA о а=. 则 与 (23.) 和 (2.32) 
的 推导 类 似 ， 由 


| и(х)у(х)ах Ми, (ОП) (2.3.12) 
п 


E XL 09128 I, WE Mo)= По l а= 1, ХШ ух) (Оу Ж 
如 下 | 
q) = [1900177900 що (х) #01 
0 x 在 其 它 处 ， 
现在 证 明 1, ЖЕ Г. 先 证 明 
l,m = 1 


事实 上 ， 由 (2.3.12) 并 利用 Hoelder 不 等 式 ， 有 


H, (u)| < ла Под: 


于 是 
Ш. Паге < ула = 1 | (2.3.13) 
УЖ _ | | 
убх) 200) v(x) #0 
V = 

е): (о x 在 其 它 处 ， 

显然 ， V(x)€ 10), | ГА! ора [| Y | оро” 1,. E . 
(И) = уд =1 ` f (2.3.14) 


由 (2.3.13) 和 (2.3.14) 得 Ш, анау = 1， 又 因为 V(x) = а(х), 
所 以 ， 这 个 Г, 就 是 引 理 中 所 要 找 的 / 

现在 证 明 这 样 的 /是 唯一 的 .用友 证 法 ， 如 果 有 两 个 不 同 
Mh 和 1 满足 引 理 的 条 件 。 那 未必 定 有 一 个 硬 ( 关 0)eLe(Q)， 
使 得 


I (ë) #1, (©) 5 (0315) 
Е Wo = С + С.о, ЖФ С. 和 Cs 由 方程 
[10103 Сзо) — 1. (Со + Со) = 2 
(2.3.16) 
(С + Со) = 1 
确定 ， 解 此 方程 得 到 
2 ~ 
| Ci =,- 1; 6) 3 Ca = 1 Cih (0) 
对 任意 实数 (> 0, EAA w+tWo, H (2.3.16) 得 
Ж] hlo+tWi)=1+t AM 0. ао = 1, Ж. 
јо +: ооа 1 + t (2.3.17) 
n | 
llo —tWo)=1—t 1›(И#%)=1+1 
EH 
[о — Wala 1+1 (2.3.18) 
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分 两 种 情况 讨论 : 

(1) ШЖ 1<p<2, HA Clarkson KEROLA 
(2.3.17), (2.3.18) 

1+ РАЙ] ото, 


+ ОИ») eo) 


| бра 


1 - 1 
> ylo + Ио |а + 5 lo — tW ol а 
>(+D 3 


(2) МЖ 2<р<оо, 利用 Clarkson . 不 等 式 (2.2.11) 和 
(2.3.17), (2.3.1848 — 


| аж.) 
ОТАР ОН s lKa 


(о + iW a ) — (о-о ) 
2 


+1 12а 


1 1 | r-l 
> (0+ Ио [ра +2100) 
> (1+ 2)“ (2.3.20) 


从 推导 过 程 来 看 ， (2.3. 19). (2.3. 20) 对 一 切 1> 0 成 立 . 然 
而 ，(2.3.19)、(2.3.20) 不 可 能 对 一 切 :> 0 域 立 ， 除 非 ЦИ | ona 
= 0. 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 (2.3.16) 知 ， 
(То) = КС16 + Сгш) = 1、 于 是 唯一 性 证 得 . 证 毕 . 

引 理 23.3 ¿Ru C L (п), Я 


9) uyvdx ` ve L1(0) (2.3.21) 
| a | . ， _ 


EL' (о)Е ИЕ, H | | 
П е оу = luton : (2.3.22) 


证 H(2.3.21)E ХИ RRA u EA W Sr Ph ВА. 
щ ull. a=0, HD w(x)=0 时 ，(2.3.22) 显 然 成 立 .因此 设 
ux) 才 0 和 eE (0,1 ий ow о» ЕЕ Q 的 一 个 子 集 
A (0< (А) <ео) Е . : 
[и(х)| > мою , | ХМёхеА, 
ERA i . 
= (190917909 x€A, 
о, x€A. 
BAA WELO), Пи аА), H 


(Wo) -| або = || и(х)|и(х)| 1и 00) х 
а 4 ое? : | 


Жо(х ) 


-| lu(x)lax > (Bulla —&)н(4) 


= (lulown — =) #о[юла 


于 是 
Mey 2 beloon 5 (3.23) 
由 (2.3.21) 得 
[[(у) | < [а ПУ ола 
因此 


Mi yy < 1 ооа . (2.3.24) 


由 (2.3.23) 和 (2.3.24) 可 得 (2. 3.22). 证 毕 . | 

EX 231 É X, Y 是 两 个 线性 赋 范 空间 ， 称 X，Y 立 是 同 
构 的 ， 如 果 存 在 一 个 线性 算 子 A， 它 把 广 了 映射 到 站 上 上 ， 并 且 A 
的 逆 算 子 А”, CE YRI XX 上 .如 果 由 A 建立 起 来 的 XX 和 YY 
之 间 一 一 对 应 关系 还 保持 范 数 相等 ， 盈 xx= 1 Ах! у, WFR 
x, Y 是 等 距 同 构 的 ， 记 为 X=Y. = 

定理 2.3.1 (L?(0) 的 Ricsz 表示 定理 ) 设 1<р<оо, яй 


В з 


1€ (EXO), WARE vE LO), .使 得 对 于 一 切 иЄ 
LO), 有 | | 
Ки) = | u бах, 
a 2 а оз, 
mE [уара = Ilea КЇ ERYS L” (Q). 
“证 UR =0, SR v=. 如果 E ВОЯЖ с, а 
范 数 为 1， 因此 证 明 时 可 假定 15 
Иан = 1. 


-由 引 理 2.3.1， 存 在 u € LO), EI ТЕТТЕ 1. 


ЧЕК | 


Ц” -2 wo(x) иш #0 

зз, ,x 在 其 它 处 
显然 w € LOAR ПЕЋ | oya™l. Gii ии 个 在 ID) 十 的 
REZE ^ 


vo (x )= 


lv w= | van voudx 
.. n : . 
显然 ， 100и) = I, АШ 
Ha leary = lvo | эга = 1 
ШКЕТ Lo 和 1 都 满足 引 理 2.32 中 的 性 质 ， 由 唯一 性 得 
L= 1. 证 毕 . 
‚ ЖЕ 2.32 УЛ Ricsz EREM) # (é (оу, 那么 


存在 唯一 M v E LOQUE H uE LOR 


| к || и(х)у(х)4х ` 


而 且 уйа = HI лоу ү (L! QY ZL” (0). 
”证 假设 7# ОЯ [аду = 1, 根据 9 的 测度 R(Q) 分 两 


种 情况 证 明 


(D 如果 (О) соо, ДИНЛЕ 1.8.3, М 1<p<co 时 ， 有 
(О) 1(Q)， 而 且 对 于 任何 иЄ LO) 
H| < оа < p(Q) EP [м] ona 
因此 1€ (L"(Q)》， 根 据 定理 23.1, Я, „E Lr (0) 使 得 
у, ыа < «9))'- -Qn _ (2.3.25) 
而 且 有 - 


Iu) -| u(x)v,(x)dx, 3tueL>(Q) (2.3.26) 


由 推论 1.8.1 知 ， c° (ФЕ LQ), viene, x 
1<р, ф<оо, МЄ СрО), 有 


В Фк), dz = (0) = | ах 


由 此 得 到 在 а 上 n= (ae), 因此 对 于 每 个 p p 在 (23. 26) 中 可 
以 用 一 个 属于 ONEN ”去 代替 y, МН ЖО.325), v 
满足 

{>й га < HO)» 
又 由 定理 1.8.3， 可 知 YEL (O), HB 


[> л. < Jim Go))- -MD=1 ` (2.3.27) 


男 一 方面 ， 由 IC ( C'HRATA HEN | 
1= iua < Ka | е. 3. 28) 


(2) 如 果品 没有 有 限 的 at) 这 时 仍然 有 Оо, ж 


i=1 


H О, = {xeQ: i-1<|x|<) 有 有 限 体积 ， 集合 O , 互 不 相 
交 ， 8 (х) Е 0, 的 特征 函数 如 果 u eLl(O,), URR 
и, 在 0; 外 为 等 的 零 延 拓 ， 邯 当 xseO if, 2; ‚(х) =u (x), A | 
ШЙ, (x) = 0. 9 l; (u )= (g ), Де (О, ))' E ао 


wrr 


<1, Е (1) Ф дО) АН, Е уеге (О) 使 
得 Pv о,=,о, < 1 而 


пи) = || u dx= | й; (x)v(x )dx 
其 中 ， 对 于 xeO =1. 2, +), у(х) = v; (x), RE Iloon 
<1. М ист (Q), Фи = F rju; H Lebesgue 控制 收敛 定 
理 ， 这 个 级 数 在 L (Q) 中 依 范 数 收 全 . 由 于 
( Dz)= È 1 (xu) = >| Xi (x)u(x)v(x)dx 


i=l 


根据 控制 收敛 定理 取 极 限 ， 得 


Ки) -| u(x)v(x)dx 
А | 
EARR ВЕ, H vl оде EE. 
定义 232 如果 赋 范 空间 与 其 二 次 对 侦 空 间 X” = (X” k: 
线性 同 构 ， 且 是 满 的 ， 则 称 赋 范 空间 X AH ДП. 


定理 2.3.3 ТРО) НЫ НОСА 1<р<оо. 
证 jÜ X=Lr(0), 1<р<о, H- X'= L” (Q), BB 


Z, Zoe X”, TEDE (О)у, #3 00) =Ф(?), ДОР 
v) = | y(x)u(x)dx yueX, 
Q 


类 似 地 ， 对 应 于 @elLr (Q), TE нех 使 得 
6) = | y(x)u (x )dx WFE L” (О) 
Q 


ШАЯ ГР ЄХ”, Ж 


об) =&(%) -| ў(х)и(х)4х = v(u) = Ли), 
a | 


„Ж X 到 X* 中 的 自然 等 距 同 构 ， 即 J; X Вах" Е, А 
此 X=ILPGO) 是 自 反 的 . 证 毕 . 

因为 工 (Q) 是 可 分 的 ， 又 ED)=E”“(Q)， 而 EL”(QO) 是 不 可 分 
的 ， 所 以 工 (Q) 和 工 <(Q) 都 不 可 能 是 自 反 的 . 


第 三 章 ”整数 阶 СОБОЛЕВ 空间 


本 章 着 重 讨论 整数 阶 Соболев 空间 ное ХАН, № 
别 是 Соболев 嵌入 定理 .这 里 Q в" 中 的 开 集 ，1< psece. 除了 部 分 
段落 外 ， 本 章 主要 是 讨论 n 个 实 变量 的 弱 тини, 但 其 结论 对 于 
复 变量 弱 可 微 函 数 也 成 立 . 


$31 СОБОЛЕВ 空间 Hm?(O) 的 定义 


вм s | 
由 前 而 的 讨论 中 已 经 知道 LL (Q) 中 每 一 个 西数 4 对 应 着 一 个 
广义 函数 ,.， 每 一 个 广义 钞 数 有 任意 阶 的 广义 导数 . 然而 不 是 每 一 
个 局 部 可 积 函 数 的 广义 导数 都 是 局 部 可 积 函数 .为 此 先 讨论 
引 理 зал 设 尺 区 是 在 区 间 (0,1) 上 的 连续 函数 .如 果 


1 
| и(х)ф(х)ах = 0 \фЕС® (0,1) Ө 


А u(x)= 0. 

证 ”如 果 w(x) 半 0， 必 存在 一 个 点 x,， 不 失 一 般 性 ， 设 w(x。) 
>0， 因 此 存在 5>0 使 得 u(r) > 0, w хе(х, — 5, x, +5) 
= (0,1). Æ Cp (x, — ó, x, + 5) НИЯ ф.(х), #8 

ф.(х)>0 № xe(x, — ó,x, + ó) 

则 


xe +8 
[| и(х)ф.(х)ах > 0 (3.1.2) 
xe — ó 
X ф„(х)єСг(0,1), HABERA 


х. -å 


хо +4 1 
| и(х)ф.(х)ах -| и(х)ф „(х)4х = 0 {3.1.3) 
一 - 0 . . 


则 (3.1.2) 与 (3.1.3) 了 矛盾 WEE. 

例 设 u(x) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 且 在 区 间 {[x。,xajc (0,1) L 
不 是 绝对 连续 函数 . 显然 ， «деть, 1). u(x) 的 一 阶 广 义 导数 g(x) 
不 属于 1.0, 1). f 

用 反 证 法 . 如 果 g(x)eL!.(0， 1), W 


Е(х) = f: g(t)dt 


是 (0.D 上 的 连续 函数 ， 这 里 0<a<1 是 一 常数 . 
因为 g=2u， 故 oec? (0,1) 


po ay 
| и(х)ф'(х)ах 一 (一 о, g(x)o(x)dx | | | 
一 《一 | оо |`к®а)—] Е(х)ф/(х)ах 
0 « 0 
因此 有 


KOROZE, \ ЕС? (0,1) (3.1.4) 
0 
БИ р„(х)„ф(х)єС2 (0,1). 使 得 

1 

| ф.(х)Ах = ыш . -| ф(х)ах, 


(х) = ф(х) 一 дф, (х)? (, 1) 
由 


1 1 ` 1 
| x(x)dx = | p(x)dx 一 f p (x)dx = 0 
D 0 ° | : : 


记 yo- ае, 则 yx)eC2 (0,1). 由 (3.1.4) 可 有 
© 


| (и(х) — F(x))x(x)dx = | (u(x) — F(x))y (x)adx = 0 
0 . 


| (3.1.5) 
E G(x)}=w(x)-Ax)， 它 是 定义 在 区 间 (0，1) 上 的 连续 函数 ， 把 у(х) 
ЖА 3.1.5) 


1 | ' 
| С(х)ф(х)4х – СА= 0, ЖС = | С(х)ф.(х)ах 
е 0 


fm 
Bp | Gm- Cede ео ‚ Мо(х)єС2 (0,1) 
о И 
#213 3.1.1 98 G(xAy— C = 0, 8 u(x) = (х) + C, ХЮ F) 
- [ea 在 区 间 [x。,x1] 上 是 绝对 连续 函数 ， 从 而 w(x) 在 区 


B] [хх] 上 必须 是 绝对 连续 函数 ， 这 与 对 u 的 假设 矛盾 ， 因 此 的 
广义 导数 g 不 属于 1... (0,1). 

这 个 例子 还 说 明了 一 个 事实 ， 如 果 函 数 wx: R R 是 绝对 连续 
的 ， 则 对 几乎 所 有 的 xeR， 由 au 定义 的 函数 g 满足 geLL(R) 以 
及 在 D'(R) 中 8g= эн. Б ШЕ TeDR) A 2TeLL (R), MJ T, 
=u, и 是 绝对 连续 话 数 ， 自 әт = u. 

定义 3.11 设 weLL(Q)， МТ. #2" ТГ., (662%), 都 是 广义 
函数 ， 如 果 存 在 某 一 函数 y. L. (0), BS T. = 2*T,， 在 相差 一 
AAF83643 F, v, 是 唯一 确定 的 ， 则 称 v。 Ди 的 a 阶 弱 导 数 . 
W y. eL. (Q) НИЯ 


| печах = (— p= | у«(х)ф(х)4х Мес? (0) 
а ü 


331.2 ФР ие! (0), va ио 阶 弱 导数 . 如果 把 z 限制 
在 Qi(cQ) 上 , Mu EW e 阶 弱 导 数 就 是 vs 在 Qi 上 的 限制 
所 得 到 的 函数 ， 即 


atul = Yala 


Ш 由 弱 导 数 的 定义 有 
| өтөк =(-1)ч| у. фах Мес? (о) 
因为 mi cn, & сг) сга. Ат 
| инок = (— a| vipdr pec? (A) 
X spp фей Bit о " 
|, өтөй =(—лун] vods %“фєС?(О\) 


Füv.e L, (i), Ж vela =aeu |. ЧЕ. ; 
# $ 1.7 h, 我们 曾 给 出 广义 函数 геро) SEREM в 
еС® (1) RE gT 的 定义 
<gT,e> = < Tgo > \МфЕС? (0) 
容易 验证 ， 如 下 的 Leibniz 公式 成 立 | 


nET- >( в т, f Ya, BeZ 


Baa 
2° явен О оз . 
设 ,XU= 1，2，…， 力 是 范 数 为 站 。， |, 的 Banach 空间 .由 点 
х=(ж» °° x) x € ХАО FR [Н] 
X= X, xX: х x X, = П X; 
Æx+ty=(xi у, s Xan Ну), сх = (сха, ***, cx.) 
ит павет, 而 且 关 于 以 下 范 数 


lzlo = "(ьн)" ” 1<р<о 


ух) = тах |х; р = о 
14 <= 


中 的 任何 一 个 而 言 X 是 一 个 Banach 空间 .还 有 
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ЕН 3.13 ШЖ 1</<л, 

(D X, 是 可 分 的 ， 则 XX 是 可 分 的 ; 

(2) X, 是 自 反 的 ， 则 多 是 自 反 的 ; 

(3) X, 是 一 致 凸 的 ， 则 X 是 一 致 凸 的 .如 果 1<p<+ce， 则 
1 lo ЕХ L— рў. 

特别 地 ， 取 天 | = Т/7(0).Мае7",, N(m, n) 或 入 表示 满足 条 
# 0 <la < m 的 n 重 指数 «的 个 数 ， 即 N(m,n)=N= У 1% 


о<шсе 
М 


L;=[IL"(Q). Æ L; Ри = (ит, +. ик) 的 范 数 定义 为 
и 1/р 
(Жыны) 如 果 1<p<o 
lulu = rm 
max fulen ШЖ р= о 
则 由 L?(Q) 空 间 的 性 质 及 定理 3.1.3 有 
定理 3.1.4 | 


() ЖЖ 1<sp<ceo， 则 IAA 是 可 分 的 ; 
(2) ШЖ 1<p<ce， 则 IAA 是 自 反 的 ; 
(3) mR .1<p<occe， 则 IAA 是 一 致 凸 的. 
3°. Соболев 空间 
ENEKI e Iapa 如 下 : 

1/р 


| Y ЖО) 如 果 1<p<o 
lila =} e" 
т.р, 


тах ]2“иЙоюл 如 果 р= 0, 


Ockie 


其 中 m АН FEP] fE EXAM GX DER м, Iul apa 
符合 范 数 定义 .如 此 一 切 使 。 。,a 有 意义 的 函数 的 全 体 组 成 一 个 
空间 ， 且 把 这 个 空间 中 在 Q 上 九 平 处 处 相等 的 函数 看 作为 一 个 等 价 


函数 类 ， 那 么 可 以 研究 如 下 三 个 函数 空间 : 

H” (Q) R {ивС”(0): д.а <) FÆR fe B. aI 的 完备 
化 所 得 到 的 空间 ; 

We(Q)= {иеГ.2 (0) : ə*ueLr(G), 0<la| < m, НЙ atu Жи 
а 5 1; | 

МО) ЗУ Cr (ПИЕ, I... a FORE. 

ЗЕ anmi nie ХОЗЕ |, на 后 ， 则 称 这 些 空间 为 马上 的 
Соболев 空间 , BA, № (Q) =ELr(Q)， 而 且 1&p<o 
时 ，C2(O) Æ L) Н. 

XFTIE£DDES т. ТИКЛЕВЖИМ: Wx (Q) КЛ 
Н”), МУ (О) АЛ? (О). 

‚ 1964 # Meyers 和 Serrin ШТЫК О, A H) 
= У "2 (0). 这 一 结果 ， 使 Co6ones 空间 的 理论 完整 无 院 .以 
后 Coboncs 空间 都 记 为 Н” (Q). #110 Н" (0) = We (О), 
Нг (О) = М (О), Н”2(0) = H*=(Q) Ж] + изо =] e inn. 

Н” (О) 是 苏联 数学 家 Соболев 1930 年 提出 的 ， 因 此 这 些 空 
间 命 名 为 Соболев 空间 . 


$32 Hmp(O) 空 间 的 基本 性 质 


定理 3.2.1 W=>(Q) 是 Banach 空间 ， 

证 (и, ] Ec W=z(Q) В Cauchy РЯ, ак" (0 < [0 
<m), {2*и,} Ж Ls (0) 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 因 为 L? (O) 
Ж Banach 空间 ， 在 Lr(Q) 中 存在 函数 ww 和 ww。 (0 <l<| < m), 413 
Щщ п + со В}, ÆL’(Q) HP, unu 和 аби, оиа. HB T L (0) 
c LL(Q), ин, u ММ əsu,, ua 分 别 对 应 广义 函数 T... T. 
ИЕ Ти., Те. REWI Ta, EDO 的 折 扑 意义 下 收银 于 T... 

只 证 明 gc=0 的 情况 . 设 1<p<ce， 由 Hoelder 不 等 式 得 


Т. (ф)— ТФ) = ||| и, фах — 
а 


<|[ lusutan | T фі “|” месе (0) 


Jëhl/p+ 1/p' = 1. 
当 ра 1 时 ， 直接 积分 可 得 


IT,. (в) — Т»(ф)| < вр lu, —u|dy ‘VoeC? (0) 
| хаб о А 


вх | || еј” | ” 8 зир|ф(х)] ия. lim la. ~ ио = 0, Br 
以 有 
lim Tu. (ө) = Т.Ф), YoeC? (0) 

ыш © 
| lim Ти, (ф) = Tu ($), УфеС?(0) = 

因此 有 — | 

T..(@)= lim Ти, (<) = lim(— DAT ua (ое) 

- (тта). | | 

说 明 对 于 0 < lal < m, Е (Q) 拓扑 意义 下 we atu, MARRY 
数 .因此 ие\ = (A), im la 一 мила = 0， 所 以 wa 是 完备 


的 。 ЖФ. 

EWO RELO 的 稍 卡 尔 冬 积 空间 的 一 个 轩 手 空间 ， 可 
以 立刻 得 到 空间 WwW 的 一 些 重 要 性 质 , 设 了 是 一 个 算 子 : 
W=2(Q)— Ly (Я), MEX Im T+ 


Ри = Пети, 22 ы, +, ә“ шү Mue W” (О) 
hi <æ . .. 

BS iPul = ийла, ЙТЫ РЕ W => (Q) 到 子 空间 (тр) = 
{Ри} им" (A), ЛЕНА. Ва) 是 完备 的 ， 所 
以 W Le 的 闭 子 空间 . 由 Banach 空间 的 性 质 易 知 ， 当 1 < p <co 
H, W 是 可 分 的 ;， 当 1<p<c H, УЖА БН руй, 
所 以 对 于 W=>(0) = 了 -1(W) 结论 同样 成 立 . 故 有 

ЖЕ 3.2.2 \" (0) 1<p<w 时 是 可 分 的 ， 当 1<P< oo 
时 ， 是 自 反 的 而 且 一 致 凸 的 . 特别 “加 是 一个 可 分 的 Hilbert 空 
间 ， 其 内 积 为 


(иә) = У, (ә*и,ә*у) 
0<ш<т 


дво) - | u(x)y00dx Ë L? (Q) 中 的 内 积 ， EA №2 (а) 
Q 


= L(A). 

根据 Banachi 2f ХРЕН Хх Ви ШЗ 0) 
={хеХ: {хіх 和 二 是 弱 序 列 紧 的 ， 易 知 

推论 3.2.1 W> (Q) 中 任 一 有 和 界 序列 {ua} олт 1а 
子 序列 {uw}， 且 其 极限 应 数 也 有 相同 的 界 … 

тИ ТИТЕ НЕ, 广义 函数 意义 下 的 偏 导数 和 古典 
偏 导 歼 是 一 样 的 .因此 S* = {geC"(0): bolusa < oo] = W” (0). 
у м" (0) 是 完备 的 ，S， 中 的 蚀 等 算 子 延 拓 成 S” 的 完备 化 HH" 
MAS EWO 中 的 闭 包 之 间 存 在 一 个 等 距 同 构 . 放 有 

推论 3.2.2 Н"©)сМ">(©) 

定理 3.23 жиє" (0). ШУ xen Н 5х, 20)>р>0, 
平均 函数 Ja 的 a АИ u 的 < RAFA o u 的 平均 应 
数 ， 即 


ә*Ј,и(х) = Ј,ә*и(х) 0 <la| < т 


证 YaeZs ， 根 据 $ 1.8 中 软化 子 和 平均 函数 的 性 质 ， 有 


f 


asd u(x) = f u(y) 2to), (x — y)dy 
Qo 
= |, u(y — D'2$o ,(x — у)а 


- | әҙи(у) o, (x — y)dy 


= J ,ə“*u(x). 

证 毕 . 

定理 3.2.4 И1<р<о, нє" (0), ШЕ Кс c Q, Ми 
的 平均 函数 „и ТЕ М => (К) PRAF и, Юр <dist(K, 20), 
Ж lu — Луи әк >Xp>0*). 

证 由 引 理 3.1.2 Hi3AVue W=2(Q), # ueW=2(K), i, 
эчиє1,”(К), 1.8.4 

lim 17,2“ и — əsu |a =0  \0& |< 


Га А 


жн War) 的 范 数 定 义 以 及 定理 3.2.3， 有 


lim [Уи — ий „к =0 


#-9+ 


证 毕 . 
定理 3.2.5 设 1gp<ww， n E R° HFR. Mi C < (Q) 在 


О (О) РШ. 
证 FFR | 
n, ~ {xen: |x] <n, Hdist(x Q) >. ' n = 2) 
” 令 Q,，Q-: 是 空 集 . 开 集 族 Е 
| o= {0,: о, = aan Г @. )© n= 12, 3 
О 4 EN . 由 单位 分 解 定理 知道 ， 存 在 C2 (R“*) 中 的 函数 序 
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列 {ү „}. WEER 1.8.6 的 结论 (D~ (4), в {$.} 中 满足 supp у, 
c0O1 的 ,的 全 体 相 加 构成 g1， 在 留 下 来 的 函数 序列 中 满 
E supp у. c O> 的 ,全体 相 加 构成 g2， 这 样 继续 做 下 去 ， 得 到 序 
列 {8,}， 显 然 w.) 中 每 一 个 元 来 总 是 某 一 个 z. 的 一 部 分 ， 而 且 只 


出 现 - 次 ， 因 而 在 OQ 上 geCF(0,) 而 且 Yg. =1. Вы 


eW"), Ни= Den Уд. (х), ЖЕЛ, = дьи, F supp й, 
= O, Ж В, eW == (Q). | 

再 作 开 集 族 

O={0,: д. = Aia Q Ai). i=l, 2, ~} 
FR O ,cóÓ,c со, В о, 906, А (+ 20+ D- т1, 
利用 定理 1.8.1, 当 0 <é < (1+2) + D) ` 1 时 ， Ж J hieCs(0,). 
由 定理 3.2.4 4, 对 任意 *> 0， 只 要 5, 取得 足够 小 . 且 满 足 8< 5 
< (@ + 2)(4 + 0)" 就 有 

17, h евна = Wah Аб <&/2! 


te= Fako 对 任意 Kc <， 在 和 式 中 只 可 能 有 限 项 不 
为 0, Нивес"), Ж хей. 有 
ио) У адно), #0) = Ул, 
因此 人 - и , 
lu – 21а. < Y Wa hi — Ва <8 


H Lebesġue 积分 控制 收 化 定理 有 іи gina <s.. Еф. 
此 定理 不 能 推广 到 p= ee 的 情况 . 
定理 3.2.5 表明 WN) = H(A), 再 根据 推论 3.2.2， 则 有 
定理 3.26 [Meyere-Serrin] 如 果 - 1<р<оо, № 
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Не (O) = Ws (O) 

推论 3.2.3 Wee (Q)c W=? (Q) . 

W== (Q) 75 [н] ЖБ ЕЕ ЕЗГЕ. ТЕПЕК A КЕЖЕ POE Q 有 一 定 的 限 
制 . 为 此 这 里 讨论 区 域 09 ЮЛЯ, ЕЕК Г МЫ. 

ВВ, ÆR 中 以 原点 为 中 心 的 开 球 ， 8 是 不 经 过 原点 的 开 球 . 
ЖА С = (ах: xe Rz, 0 <a < m] МС, = В, [YC 分 别称 为 项 点 在 
原点 0 的 无 限 镍 和 有 限 馆 ， 号 :的 半径 称 为 有 限 锥 C。 的 高 ， 称 集 
&cC,=(x+y: yeCoj 是 顶点 在 x BHARR С, 是 C。 经 过 平移 运 
HRAN, FERE х. . | Оз | 

Byn ya2，… Ya ÆR’ Фп, 可 把 它们 着 作 个 向 最 。 

MRE n 个 向 量 线性 无 关 ， 就 称 集 合 


р. = бан: 0 <а, <l, і~ 1,2, | 


i=j 


为 平行 多 面体 ， 其 中 有 一 个 页 点 在 坐标 昕 点 . Р. = {х + У: yep, } 
ЖР, 经 过 平移 运动 得 到 的 ， 平 移 量 是 x， | 

ЖХ 3.21 称 区 域 是 有 界 锥 形 区 域 ， DRRR: 

(1) Q 是 R? 中 的 有 界 开 集 ; u 

(2) Q 中 的 任 一 点 x 都 是 有 限 锥 Cxcgj 的 顶点 ， 并 且 每 一 个 有 
RÈC, 全 同 于 过 原点 的 某 一 有 限 外 care c, кюн ©, 6+8 
运动 得 到 ). 

称 是 锥 形 区 域 ， 如 果 它 只 满足 定义 3.2.1 PKD. | 

因此 可 以 说 有 界 锥 形 区 域 是 C, 在 有 限 范围 内 经 刚体 运动 (由 平移 
和 旋转 两 部 分 组 成 ) 留 下 的 迹 . 旦 这 种 运动 不 要 求 具有 连续 人 性 . 

定义 322 ， 称 区 域 只 是 工 型 区 域 ， 如 果 满 足 : 

{1) Q £ R" 中 的 有 界 开 集 ，9 在 边界 әй 的 一 例 ; 


20, = a0 门 0 (i= 1, 2, =, т) ЖЕНЕ 
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(Ёп, £a, "s Ga) 中 可 用 满足 Lipschitz 条 件 的 函数 


En 

KRR. 

从 几何 上 讲 ， 上 述 定义 意味 着 @ 的 边界 上 的 每 一 点 x 有 一 个 邻 
RU, #82000, 是 一 个 Lipschitz 连续 函数 的 图 象 . 

1, 璃 区 域 是 有 界 锥 形 区 域 ， 而 有 界 锥 形 区 域 不 一 定 是 1, 型 区 域 . 
但 有 界 锥 形 区 域 是 由 有 限 个 工 狐 区 域 的 并 集 组 成 的 . 

定理 3.2.7 (Gagliardo 定理 ) 设 只 是 R 中 的 有 界 锥 形 区 域 ,对 每 
一 个 数 1>0, ЖЕТЖ О, 0,0, RAER: 

(1) a=; 


i=l 


(2) 对 每 一 个 0,， 存 在 一 个 顶点 在 原点 的 平行 多 面体 Ро. 
За: = U (x + Pa). ЖИ, ей, 且 其 直径 不 超过 d. 只 要 d 


каа! 


取得 足够 小 Q, 可 以 是 工 型 区 型 . 

证 明 见 Adams[2]. 

定理 3.2.8 НОГЕ 1<р<‹о, ЖА Сг(Е”,О) 
E Hm (Q) Я .这 里 Cp (R",Q) 表示 CR) 中 的 函数 在 上 的 
限制 构成 的 集合 .有 时 记 C? RO) 为 CF (0). 

证 设 吕 是 工 型 区 域 ， 则 存在 上 个 开 集 O01,03,… OnE 


а (о, 再 取 一 组 开 集 0 1， 6180, 01, Не Uð.. 


imt 


另外 ， Ем 0.(= 0 6,) 使 得 6。cQ 和 QUaQc () б; әй, 


=... 


= 0.00, әй, = 0.20.20, 在 局 部 坐标 系 中 可 用 满足 Lipschitz 
ЖИ 20, әй, О, Ó, 和 局 部 坐标 (Z, 4.) 之 间 的 
关系 见 图 ， 这 里 = (Q 1 финт). 取 一 向 量 y 与 Ša 平行 ， WE. 
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әб, 上 看 у 的 正 向 指向 Q 的 内 部 ч у 的 长 度 足够 小 时 ， 对 任意 0 
<4<1， 就 有 x+ XAyen， 这 里 x 是 s@, 上 的 任意 一 点 . 
. 记 Г,=әй,—{у, t>o. 


By 


g' 
当 ; 充分 小 时 ， о аг, со, AT, Lus i 
HZA 1.8.6, Ж0., да» |, бь, ## k+ 1 个 函数 gi(i 
= 0, 1, =, ЖД: 0) gı < CP (ó y; (2) osasi, G) 


在 QUan б-т. > gi = 1. 


s, 


k _ | 
= иєн” (О), u; = guli = 0,1,-*-,К), Шш = Уш. 由 Leibniz 


1-6 


ARH менто), Н supp шед, 由 定理 3 了 4， 有 


варан, — us Йыл = = 0 
2-0 


анаа, 2, =, k), EAR 
ui хЕО 
ЖИЕ: 
易 知 йен" (^айд), E 
| | u, (x) = #1 (x + ty), t>0 


и зден (а ЫТ) пш) НВ, 所 以 对 于 jal 
‚ 34 1-— 0+ H, ЧЕТ, (0) H atun as uu 因此 


lim [им ила = 0 
因为 Q c єсй*МГ,, H02883244 | 
lim {Лин (x) — ии О) а = 0. 


根据 上 面 两 式 ， 可 以 选 出 一 组 5 t 4 i оо 时 ， 80 一 0+， 
并 且 成 立 | ИН 


lim Уз ui (x) — и1(х) еа = 0 | 


lew 


再 注意 到 x。 РА Ju, ЕН" (п) 中 的 关系 ， 则 有 


iim ам +. ўлам иза -0 


1-ю i=} 


这 里 Ja We 十 Улын иш єС=(В"). їй. 


М Q = АН 1 << W, H=>(R*)= не ). 事实 上 ， 
这 一 结果 是 下 面 定理 的 一 个 推论 . 

定理 3.2.9 1<р< +o CoR") EHR) PRN. 

š ВА, HRO 的 每 直 元 未 在 其 范 数 意义 下 ， 都 可 以 
ЖН" (R) 中 的 一 个 有 列 紧 支 集 的 序列 来 逼近 НЕ, Уи 
єн" (В"), 4 {Biher 是 Cm(R") 中 的 一 个 序列 ， 使 得 在 以 原点 
为 心 ， 以 天 为 半径 的 球 (0) Е, В. = 1; ÆR Вь+ (0) Ж. Вь=0. 
又 令 

ик = pku k= 1,2," 
Ш и ELr(R") 并 且 在 Lr(R") A и, + и. ХТ 1 <ј< п, 
H ajus = Вкәи + 2 B u. 因为 21ueL?(R*), WE LR") 内 Baju 
эзш. 叉 因 为 ueLr(R")， 由 Bi 的 定义 有 3;BrueL?(R") 以 及 


Æ HR”) 中 ， щодо со иь и. 
оу пеН" (R ) 具有 列 紧 支 集 . ВУЗ и 的 平 нй 
‚ ВЕЕ 3.2.4 Ди, и mpn 0р0 +), Я— ЛИ Л, и 
ии ). ЧЕ. 

同样 可 证 | НИ | 

定理 3.2.10 PR, 为 R* 上 半空 间 则 CF(R"，R') 在 
Н” (R$) 中 稠密 (1 < p < со). 

下 面 讨论 Соболев 空间 H” (О) 的 分 解 问 题 ВР, _.(0) 是 由 
次 数 不 超 过 m 一 1 的 多 项 式 组 成 的 H" (0) 的 子 空间 . 引 人 投 影 算 
+I: неа) -+р,. 2.00). П? = П. ИГЕ нег (0) 分 解 为 
两 个 子 空 间 P。-(Q) 5 М"*(0) = H (0) — P n (Q) АФ. Bl 
如 果 иен" (О), E | О 

Й = u — По = G = Пи 
ви, П=‹а—-[раи-[П1={—2[+[15=1-П-П, А 
ШЇ]: H">(Q) M" (О) 也 是 一 个 投影 算 子 ， 而 且 нег (а) 中 每 一 
个 元 素 可 以 表示 为 
u = Пи + м, [ие Pn; [lueM=>(Q) 
Н"? (0) = Р, _1(0)@ M™ (Q) | 

Ж Н”-(0) 4, ТИПШЕ. SE Й I” Ima 之 外 ， 还 经 

ЖЕЛЕ | * [oa， 其 定义 如 下 | 


ра = Y aultra 


biam 
在 利用 H" (O) 的 分 解 及 平均 沙 数 的 性 质 后 ， 容 易 得 到 下 面 黄 个 
定理 ， 它 们 刻 划 了 H> (0) ЯР, (Q) 之 间 的 关系 ， 参 
A J.T.Oden[15]. | 
定理 .3.2.11 Я иеН"-(0) 而 且 мыла =0， 则 函数 u 几乎 处 
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处 是 一 个 次 数 不 超 过 m 一 1 次 的 多 项 式 . 
ДЕН 3.2.12 RARR 中 有 界 锥 区 域 ， 则 对 每 一 个 u(x) 
eH"7(n)， 存 在 一 个 次 数 不 超 过 п 一 1 的 多 项 式 p。-1， 使 得 
м — pa- lasa < срт jumpa От 1 
这 里 c 是 与 包含 在 Q 中 最 大 的 球 的 半径 p 无 关 的 常数 . 
№ p= 2 , H=>(Q)— H"(Q) Ж Hilbert 空间 . 且 有 
定理 3.2.13 H"(Q)=H:(Q)@ KO), 


+ КО) ~ ~ (eH = (O): ‘Anh= = 0, 其 中 4. - У С коа) 
Е: и иеН=(0), Ftu eH (RAHO 


А ити. +h. ‚ 


则 heK(Q) 当 生 仅 当 (h,9)， = 0, у peD(D)， g И I 


z ath • ә*фах 一 个 
а 


Ы< т 
证 毕 . Е 
由 定理 3.2.13 不 难得 到 4 au = Ани. 


83.3 НО) [Н H") ш 


从 前 而 的 讨论 中 ， 我 们 知道 有 下 列 连 续 绕 人 
| Сг(й)с Hr2(Q с (0) 1<p<o 

而 且 Cz(O) Е Нг (О) 中 稠密 . 

定义 33.1 HACR’, X EE 是 一 个 拓扑 向 基 空 间 ， ж 

(1) СР (9) сЕсЮ(0), НАЖА: 

(2) C2(Q) 在 也 中 稠密 . : 
则 称 E 是 9 上 广义 函数 的 正则 空间 . 

HETA, Нг (О) 是 广义 函数 的 正则 空间 ， 条 件 (2) 表明 
Н> (0) 的 对 偶 (H??(Q) 是 D0) 的 一 个 子 空间 . 


下 面 将 讨论 Hg 人) 的 对 偶 空间 的 结构 - 
引 理 3.3.1 Ж1<р<о, ХАА ieli 8—9 Е 与 
之 对 应 ， 使 得 | 
Қи) = У <u>, М uel; 


imt 


这 里 <up y> -Í u (x)v (х)ах, mE. 
а 


о» = {у | (3.3.1) 
Ер, (L;y = LZ. жа” +51. | | 
证 网 weLr(o)， 设 wo = (0, -=, 0, w, 0) 
， 其 第 /个 分 量 为 w. КАЛЕЖЕХ. > l (w)= (wo), М 
я, ре (0700), НЗ 2.3.1 和 定理 2.3.2 存在 (唯一 的 )y e L” (Q) 
使 得 | 
Имо )= lh(w)= <w,r > 


如 果 ueEL’, 则 f 
a= Í Хим )- У Кик) = У, <иуу,> 
11 ёс m Ii > : 
利用 Hoelder 不 等 式 ， 有 . 


II(u)| < 2 Mu;l.,alv own < lulu llu 


从 而 Masra Iviu. rm, Ж Hlayyz Ilu. 事实 上 当 1 
<pP<o，1l<jSsN 时 ， 设 
u= {197001 У • ух) у(х) 20 
| | qç .| x 在 其 它 处 
容易 验证 [ui ee und = hvite = 和 ees via FB : 


Mia > tiis 
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当 p=1 в, 我 们 选 k. 使 得 fva [ею = max [v own, 对 任何 & 
6<i<N | 
>0， 存 在 一 个 体积 有 限 且 非 零 的 可 测 集 Aca, ВР xe A, 
A „о> іу 1а =e. $ 
w(x) = hee 当 xeA BHv,(x)# 0 
当 x 在 的 其 它 处 
Й Кио) = <u, > = -| Тук (хх 
> (уа ох — 2) Ы ола = (Їз мы 
由 于 & 的 任意 性 ， 有 Шог Pilu 证 毕 ， | 
®#331 设 1&p<oo， 对 于 每 个 1e( H=» (0)) 存在 一 个 元 
Ж reL, 使 得 把 向 量 # 写成 (wa.)e<a en 的 形式 时 ， 有 


K= Y чт. > Мен") (232) 
0<М<= | i 

而 且 的 | 
Memoy =inf Др = min и; | (3.3.3) 


下 确 界 是 在 对 于 一 切 уен" (0) 使 得 (3.3.2) 成 立 的 所 有 的 veL 构成 
的 集合 上 取 的 ， 而 且 一 定 在 这 个 集合 上 取 到 . | 
证 ХХ”: 
г (Ри) = Ки) иеН”+ (0) 

这 里 Ри 一 (aew)ocacn， 5 $3.2— , ЕЯ {Pulu 
= julma HUP P Ha A L; 的 闭 巴 空间 W. 的 一 个 等 距 同 
№ .1* eW'， 而 且 
[ со НК Дк = Нау. 

由 Hahn 一 Banach 定 再， 存在 一 个 人 " 到 ;全 体 的 保 范 延 拓 i， 由 引 
38334, ЕЕ уе WNR u = (wajecucn ELp Я] 


Ки) = У <u,,v > 


Оки 


因此 对 于 seHeme(Q)， 有 


ə<id<m 


Ки) = 1* (Ри) = КРи)= X сачу. > 
Ш нео = Шве Ty = ир (3.3.4) 
ЖАХ—И пен" (О) & (3.3.2) аы vel? 与 1* 的 一 个 

延 拓 /相对 应 ， 所 议 | 
{йш > ТЕ 
再 注意 到 (3.3:4)， 则 有 (3.3.3)， 证 毕 . 

定理 3.3.2 ҖҒІ<р<о, HAZE (Hz (Q)) 等 距 同 构 

ЗУ = /Ир+1/ р = 1). 这 里 W -nz(Q) Ж 


T= у, (= Пит, Дт, (Фф) = <p, 7: > мре) (33.5) 


*<hi<qm 
ЖИТ ~ бр ЕЯ. 
Е ”首先 证 明 对 于 I< p< oo， 空 间 HOY 的 每 一 个 元 束 / 
是 一 个 广义 函数 Тер(О) 在 He2(O) 上 的 延 拓 .事实 上 ， 设 ! 是 对 某 
个 yeL? 由 (3.3.2) #1107, ME T.. TEDA ИЯ (3.3.5), 80 
Т. (Ф) = <фу.>, @eD(Q), 0 < le| £ m 
Т = y (— мат 


ogee 


则 мое HA 有 


TO= У T. ,= КФ) 


O<qhi<w 
所 以 1 显然 是 T 的 一 个 延 折 ， 而 且 挖 照 (3.3.3` 契 
HUI usa toy тті : 对 ， (3.3.5) ›` ШТ). 


对 于 Ie(H;z2(0)y, TUARA. АЕ —1 
J H~ (A) 的 保 范 延 拓 . 

RER T È DQ) 中 满足 (3.3.5) ХЖ, ВТА H"* (0) 
上 的 连续 延 拓 可 能 不 是 唯一 的 ， 但 是 可 以 证 明了 在 Нг (0) 上 的 连 
续 延 拓 是 唯一 的 . 事实 上 ， 当 нент» 时 ， 设 {ф„} JE С? (Q) Ж 
DB(Q)) 中 的 一 个 序列 ， 使 得 当 m со $, фф, – и] „ла — 0. ВА 

当 k, n> 00 时 ， | 

Tø.) — Tlos È ТФ, — apa) 


b<hi<u 


< У lə"(@,-—o0)l.alv.loza ` 


э<м=» 
< le, — prinsa lvls -0 
所 以 {т(ө.)) ERUR K 中 的 Cauchy 序列 ， 设 它 收 剑 到 极限 (u). 5 
一 个 方面 ， 如 果 另 有 .他 。} c DO) 而 且 у, иа +0, Ил 
=o 时 ，7(p。) 一 7 人 (ys。) 一 0. 这 样 定 义 的 泛 函 7/ 是 线性 的 而 且 属 


于 (GO SK E, u= limga» 则 有 


a). - па (Ф) < їп [фиаи 


== лаи: | 

从 而 定理 得 证 . 

定理 3.3.2 说 明 一 个 9 上 的 广义 函数 ТПО) 属于 W -= (Q) 
的 充 要 条 件 是 (3.3.5) 成 立 . 

设 1<p < ooo， 每 个 元 素 veLr” (ОЕ 

l u)= <u,y> 
确定 (H?*(Q)) 中 的 一 个 元 束 !,， 因 为 
Ми == | < и,» >| < ола llul. a < Бр рр. 


定义 3.3.2 ÆX I,e H7 (A) 的 范 数 为 ve L 7 (Q) Ш (— т.р”) 
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їо, MD 


[v| -nyam 17, онго = sup |<u, >| ‚ (3.3.6) 
aio 
bsp el 


显然 ， эшен; (0) 和 reL* (0), Ivl -ara < Валд 

o. | <un >| < ния -nya (3.3.7) 

гас (Е veL” (0)}, y E HAY 的 向 最 子 空 间 而 且 V 
EHA) PAR. 事实 上 只 要 证 明 ,. 如 果 Fe H3- (0))” 满足 
Е(1,) = 0. Y 1,eV， Я F=0. AH Hy (Q) 是 自 反 的 ， 故 存 
E fen ге (О) 使 得 

</ y> =l (f )= Е(„)=0 зеи (0) 

因为 feLr (0), ВЕРДЕ Q P x)= a.e). ВЮ Н 5 (0) f = 0.№ 
MA (Не (0) P F<0, . 

УХ 3.33 H-"r(N) 表示 L” (0) жт. ала 
( 即 (3.3.6) 式 ) 的 完备 化 。 

根据 定理 3.3.2， 定 义 3.3.3 我 们 有 

H -w (N) ~ (HN) = W- (0) 

特别 地 ， 对 于 每 个 veH -"*(Q)， 存 在 T,eW -"7(Q) 使 得 对 一 急 : 


veD(N) 和 一 切 使 lim |", 一 -aya = 0 的 序列 bs ох. ыо 


Tr, (ж) = lm <ф,у, >. KZ. М ТЕМ (0), 存在 某 个 ， 


eH -r(Y ERT =T, МНН (3.3.7) 5, төх 

< 10] нло э -nra 
从 而 有 | 
定理 3.3.3 当 1<p<o Ш, Hry “И -" (9). ` 
定理 3.3.4 H-Q) (1< 玉 <o) 是 可 分 的 和 自 反 的 . 
定理 3.3.5 C>(Q)# H-7 (0) Н. 
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ЖІ <р < о, СЕ (О) 在 Lr (Q) 中 的 稠密 性 及 H -"7 (Q) 的 
定义 即 可 得 到 上 述 三 个 定理 . 

MANE, 34 G =R ER R" IH, # H”) = НСО). 那么 是 
否 还 存在 别 的 条 件 ， 同 样 有 Hz(D) = Наг (О). ЖД} Н (о) 中 广 
义 函数 ， 可 以 给 出 其 充 要 条 件 ， 这 里 以 p'= 2 为 例 给 出 

T336 HARR 中 非 空 的 开 集 ，m 是 大 于 零 的 整数 ， 
M H" (O) ~ Hz(0) МЕКНА воа: 

R" 上 的 其 列 紧 支 集 在 RN 中 的 广义 函数 ， SUL, ЖЩ 
+н-"@®*). ` 

153.4 NEREAREN 


1. 内 搬 不 等 式 。 
对 于 ueH™ (О), 考虑 以 半 范 数 рю жалгы ЭРЫ] 


< т) М Е? 范 数 的 上 界 问 题 . 即 建立 形 为 

ші» < Кє|и|„„ 十 大 一 1 人 -让 zlow (3.4.1) 
的 内 插 不 等 式 ， 其 中 0 < j<m 一 1. 它 将 导出 在 对 区 域 某 些 限制 下 ， 
如 是 有 界 的 ， 则 对 не (0), +1 |. |=» met le imp 是 等 价 的 非 
ВИ. “ ` 

我 们 首先 讨论 一 般 情 况 下 的 内 揪 不 等 式 ， 然 后 讨论 包含 公子 区 
域 的 内 插 不 等 式 . 

引 理 3.4.1 #-оо<а<ь<оо, 1<р<оо, 0 < <оо ЖАТ 
ЖОВ b-a 有 限 常数 k= К, р, b-a) ШУ] ВЕЯНИЯ O< e 
<= 的 s， 以 及 对 所 有 在 开 区 间 (G， 甩 上 二 次 连续 可 微 的 函数 ， 成 
АТА 

f ГА Кора < ke ү "(O|?dt + ke af І (Dh dt. (3.4.2) 
ЗН, ШЖ b-a = оо, 则 可 找到 k= kp) 使 (3.4.2) 对 所 有 的 正 数 Е 成 立 . 

证 不 失 一 般 性 ， 假 定 m= 1， 因 为 假定 引 理 在 s= MRY. 
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由 于 0<s7ao<1， 由 (3.4.2) 有 


b 4 4 
| И “(Ol” dt < k(a / | If "У? dt + Е. /中 If (Nr dt. 


从 而 ， 它 导出 s。 不 为 1 时 的 (3.4.2),， k= (ер, — a) = k(1,p,b 
— a)max(a, së 1). 因此 只 要 假定 /为 实 值 并 且 e = 1. 


先 假定 a -0 和 b=1. 如 果 0<t<3 和 3 <п<1, МЕ 
Де ($,1) 4 | 
и - [ERLO] < ay (у +зу (лу 


ВЕНЕ x€ (0,1) 
Ir '(х)| -} А) + f f оа 
1 
«у (91+ 307 001 ‚| |у "дал 
对 《在 ( 0 于) 上 和 对 在 ( 对 ，1 上 积分 以 上 不 等 式 得 
1 ! 1 全 
TROT f и (d + | И (ldn + 5 | у "QJ: 
1 1 ` . 
< | и (Dldt + ;| У "Odi. 
0 
当 p> 1 BF, H Hoelder 不 等 式 以 及 p=1 Ht, BRA 
1 1 
If ‘(xH? < 27-1 ”| WOIE >| у "га 
0 o 
因此 有 
1 1 1 
| If '(Di” dt < Я) у "aN dt + „| ДОШ dt 
о 9 g 
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1 1 1 
| If G) dt < k, | и "rdt + "| If (га 
ә о 8 


其 中 k=. g. 
其 次 对 任意 有 限 区 间 (a，b)， 由 变量 替换 x= atb- 


у b 
| If ‘Dhar < Е,(®— а)” | I "(Diz d: 


, 
+k,(b — a) -f ІУ 0) dt (3.4.3) 


因为 0<ex1， 所 以 存在 正 整 数 n， 使 得 


ze"< 1/ nge!” 


EKE (а, b) 2%, Яма, =а+(Ь – а))/ п = 0, 1,„п). 
FÆ (3.4.3) 为 


b 
| ига = Y If “(O|” dt 


дела а 


<K, У{( сау" "(Pa 


=! 
+ G; ар )| и ра) 
b b . 
< K(p,b — 21 и "(ОР +a -f и ора) (3.4.4) 


Ар, — а) = k.max[( — a)”, 27% — a) -*]. 
现 设 


тах Kk(p,s) ШЖ 6-а>1 


k(1,p,b — а) = 
max (рл) ЖЖ 0<Ь-а<1 


ф-ак: <2 
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每 一 个 子 区 间 ， 求 和 得 (3.4.2). 
最 后 ， 设 b—a= oc. 不 妨 设 a 有限 和 b= ce. 对 给 定 的 se>0， 设 
a= atjsl/p，0=0，1，2，…)， 则 ar-aj 1= 1°, 由 (03.4.3) 得 
| | тора | ypa 
а o iaig @/—1 2 


ю а; 


«кау | If "Ора 
jl арт : 


е e 


+ к, У И What 


此 即 (3.4.2)， 其 中 к= К 具 依 赖 于 P. 证 毕 . 
对 于 形 如 (3.4.1) 的 内 插 不 等 式 ， 一 般 地 只 要 证 明 11, т=2 时 
的 情况 就 可 以 了 . | | | 
定理 3.4.1 存在 常数 天 = К(т,рл), кая Оев", Ys>0, 
0gjsm-1， 和 wu€H (п), 有 
lula < ‘Вам лю чаи рр С (3.4.5) 
Ж ЭЛИЖи-+ £ Жи ТЕК Ос В” ИМЯ: 
и(х) — 当 xe 人 A 时 
st xQ) 
H H>>(R") 的 定义 易 知 ， к нг (О) ЗЕЯ HR") 中 
去 . 因此 只 要 对 有 只 = В" 以 及 j=1, т=2 的 情况 进行 讨论 即 可 . 
对 于 任意 的 => 0 和 ФЕС?{(В"), НМ 3.418 


f {2,ф(х){”4х, < Ке” Г. {Р}#Ф(х)|”4х, 


+ Ке f ipx)’ ах, . 


对 x 的 其 它 分 量 积 分 ， 有 :i 
lapl; < ke’ [27 pls + КФ, 1</<л 
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ЗОН 1 到 ERM, A 
lolis < ke” У laiph + nke -”|o|t, 
I=1 ` 


< ke’ joli + nke "ФП, 
取 p 次 方 根 并 注意 到 C>(R") 在 Н" (в: ) МЕД (3.4.5) 在 
j= 1, т=2 Я. ЕЕ. 
定理 3.4.2 БОАК! 内 具有 锥 性 质 的 有 界 区 域 ， 并 且 设 г, 是 
有 限 正 数 ， 则 存在 常数 k= (е. т, р, 00), EWER а, 0 <е 
6。， 任 意 的 整数 j，0 < j < m 一 1 以 及 任意 的 xeH"*(Q)， 有 
міла < Камила + ke-1 Про 
证 明 见 Adams[2]. 
推论 3.4.1 在 下 列 空间 上 : 
(1) Нг” (О) 对 任意 区 域 0， , 
(2) H (0) 对 任意 具有 界 锥 性 质 的 区 域 Q， 由 
(м) әл. 一 {міла + е pe . 
定理 343 w Q 是 有 限 宽 区 域 ， x” 它 在 两 个 平行 超 平面 之 间 ， 
` M Friedrichs 不 等 式 成 立 ， 即 对 于 1<p<o 
{н „а < КО ла `: кент" (О) (3.4.6) 
其 中 ОЯУ О 有关 的 常数 . 
证 不 失 一 般 性 ， 设 人 在 超 平面 x。=0 和 x,=4d 之 间 . 令 
х= (х',х,), ЖФ х= (xl xx "° хо) HER ç ECO Ж 


xa ә. " 
ф(х) = | Ф КУ 
由 Hoelder 不 等 式 ， 当 1<p 时， 有 
le(x)| < іх „114 F la p(x tdi”, 1/p+1/q=1 
0 | | 
ЙЧ 1<р<оор, # 
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ебх) < хп. (Г она) 
在 Q 上 求 积分 ， 有 | 
. 4 f. соон 
[Фа <| | К каак, | э.б: 
a- о - q : 


а? 
< пр Фи, 7 


а k(Q) = танур „Жр (3.4.6). X Сеа) £ нро) his, яи 
Е Hz) th (3.4.6) CRL. Е. 
由 定理 3.4.3 反复 运用 (3 дб, 有 
定理 3.4.4 ”如 果 0 是 有 界 的 ， | • «неа нев Ир 
| * Па EZE H0) 的 等 价 范 数 . PERR K), 08 о 
шла < ul „а < КО „а Муен (9) ` КЄ 
这 是 因为 在 A 中 每 个 变量 都 是 有 限 的 ， wawawan 
的 Friedrichs 不 等 式 . . | 
定理 3.4.5 对 于 1<p<oo， 如 果 
(1) QER", XF ue Hz? (Q), 存在 与 无 关 的 常数 
k=k(m, р, п), Ñ | 
(2) ACR" 是 有 界 且 具有 锥 性 质 ， 对 于 чен" (9), Б 
k= k(m, р, ©), #84 <<". # | | 
Mula < klu {б 2 ож? | 
证 对 于 j=0 或 j=m， балл. <<. о 
由 定理 3.4.1 和 定理 3.4.2, 有 u 
[йл < Веры ила + kie- m- КЕ (зав). 
对 于 所 有 а, 0<е<1, URME иене (2) 1..8, да 
Tm. р. n 同样 的 不 等 式 对 uH (О) Зу, {8 k, КЖ т, 
和 О). 如 果 在 (3.4.8) PE 


一 1 一 


s= (Jul, а)" 
则 对 0 得 到 不 等 式 (3.4.7)， 证 毕 . 
(3.4.7) 同 样 代数 地 蕴涵 (3.4.8). 特 别 地 ， 对 计 
abx (а’/р) +(%"/р) (1(/р+1/р/=1) 
令 p=m/j, р’ =m / (т р, a= (elul, „Ж Е 
bme” niue, RiufIB(3.481863.4.8). 

以 下 接着 讨论 包含 肾 子 区 域 的 内 插 不 等 式 . Ш а 
eH”(Q)， 其 中 间 导 数 a н 1] <т — 1) Т0) 范 数 的 上 界 可 
以 由 半 范 数 lul。a M u 在 一 个 适当 的 子 区 域 上 的 L” 范 数 表 示 
出 来 ， ОЕА о КТЖ. 此 类 不 等 式 建 
立 的 方法 与 上 面 推导 内 描 不 等 式 基本 一 致 . 

51593.42 (а b) R 上 的 有 限 开 区 间 并 且 设 1&p< oe. 
则 存在 有 限 常数 к= Kp，a-b)， 并 且 对 所 有 的 正 数 з HEK 
б= б(в, b-a) æ 0<25<b-a， 使 所 有 的 (a， а с 
数 f 满 足 


b b—$ 


| AD dt < ke И КО) ++] ` КОР а! (3.4.9) 


a+d 


此 外 ， 可 以 选 与 ba 无 关 的 和 5 的 固定 值 使 (3.4.9) 对 所 有 
的 区 间 (а, b) 都 成 立 ， 只 要 区 间 的 长 度 在 两 个 回 定 的 正 数 之 
间 ， 即 0<1 <sb-ac<1,<c, 


证 与 引 理 3.4.1 类 似 ， 先 假设 a =0 Mb =1, 并 且 令 3 


41.3. Ж 0<х<1, Я 


х 1 
If О) = If + | f "Dati < If m+ | 7 “(Oldt 
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在 (3，3) 上 对 "积分 ， 有 


2⁄3 1 
lf (x)| < | ІУ. (ая ‚| If "аг 
° 


1⁄3 


由 Hoelder 不 等 式 有 


1⁄3 1 
И 0)" < 3” ° | и N 4+2” | ЖӨИ 
ә 


1⁄3 


在 (0， 1) 上 对 x 积分 ， 得 
1 1 : 2⁄3 
| рога | If ‘(Ot d: +к, | ТАСИ 
° . o 


1⁄3 
其 中 下, = 3.27 . 作 变量 替换 e+ (b — a) -+1 得 到 在 任意 的 
有 限 区 间 (a, b) Е, 


› ь-0-2)/3 
[Гога и ш'й+к,] IAD” dt 
а а а+(@—а)/3 ` 
对 于 给 定 的 a>0， 取 正 整 数 n 使 + <e На =а+ (5 
—a)j/ nG =0, 1, +, п), HHH ó f## 0 <ë < (b — а) / Зп. Й 


[ога = >] TOR 


1006), удган г жүл) 


1=1 
а +8 


b 5—3 
< k,max(1,(8 — andaf ү '@'а + | | ога} 
` | .“ _ ` а+4 
此 即 所 求 不 等 式 、 证 毕 . 
定理 3.4.6 设 全 是 工 型 区 域 ， 则 存在 常数 天 = K(p. Q 
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得 对 任意 a>0， 对 应 于 一 个 区 域 9, Kik A Q, Ж 
імі ла < Кеји| + К\и „д, (3.4.10) 
HAAN uH (О) 成 立 . 
ë 因为 是 型 区 域 ， 因 此 存在 & 个 开 集 O0,,O,;*…， 


һй 


0,， 满 足 zQ < UO,， 以 及 一 组 开 集 06,， 使 得 0， = 0,， 并 且 


Hone U, ға, ~ o, n, әп, 在 局 部 坐标 系 中 可 用 满 
E Lipschitz 条 人 忻 的 函数 来 表示 ， 在 每 个 20 ,的 局 部 坐标 
K (C, EDADE =E 4. — 4.) 中 ， 取 一 向 量 )， 
与 上， ЖАТ. (ӨШ y BERRI Q 的 内 部 . 由 此 ən 的 局 部 有 限 
FAR (0). (0 R y) 都 是 有 限 集合 . 又 对 5>0, ейп, 


= {хей : dist(x20) <ó) < UO,. 由 {0,} 的 人 性质 ， 可 知 和 | 


= 06,0908, НЙ REA Q. 所 以 只 须 证 明 对 每 一 个 i 和 
对 其 一 个 Q， ЖИЛО, Ж 

мола na < Ke lul pa + Күш, 
即 可 .为 了 简单 起 见 ， 我 们 赂 去 所 有 的 下 标 二 

考虑 集合 2，@ (0< <1)， 其 定义 为 
 O=[x+ty: хєО{\й, 0<г<1}, 

О, ={х +17: хєб{\й, т<г<1}, 
当 y 的 长 度 足 够 小 时 ， 对 任意 0<t<1， 有 x+iyen, Ух 
6006. 如果 #>0，Q, 紧 脱 和 人 Q. 由 的 L 型 性 质 осп 
нж у. ВОГО 上 一 点 的 直线 1 与 Q 交 于 一 个 或 几 
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ye 


АКЕ. ЗЛКИНЕВТЕ (У У diam О 2 ËB], HJA 3.42 存 
在 9>0 和 常数 六 , 使 对 任意 的 veC”(Q) 和 任意 这 样 的 直线 I 


| шб)” ds < Ke | |D u(x)” ds + К, | ` ju(x)”ds 
Ma No (ox 


D RFE у 的 方向 求 导 . 把 Q 投影 在 委 直 于 y 的 超 平面 上 ， 在 
此 投影 上 积分 上 述 不 等 得 
мі? ало 1015,0, $K, ulino, + Кш; 


*P 0, 
& Кє "Чы „+ К, Мо, > 
фо, п, WAQ 由 稠密 性 ， 这 个 不 等 式 对 任意 的 4 
| енуо) жаз. 证 毕 . 
定义 3.4.1 称 Q 是 C* 型 区 域 如 果 满足 : 


Gü) QË R° в, ошо WM: 
(2) 存在 有 限 个 开 集 0,，…，O_， нп 的 边界 20 


= 00, | 
(3) 存在 n 维 向 量 西数 g(x) = (91), =, Ф О) 
fü 0)= 4,6), е О 12.) 使得- 

(1°) фо RRA O ~ (у= (у Зуев": y |< 1, 
一 1<y,<1} 上 , Му ,把 0 映照 到 0, 上; 

2°) 9 то Павао, -iregi ,>0 E, y 
о, 映照 到 O (YQ Е; Ес | 

G°) 9 把 0, 站 ao 映照 到 0， =(yeQ:y Kaka у 
то, RE o (sQ Е; 


(4°) @, Му, 的 Jacobi 行列 式 


Die 9 ) рор) 
D(x ух) РО," ЗУ) 
都 为 下 _ 

(5°) ө, My EARRA, BAER HKH k. HE 
—n Eia RE a| < k, # оч 
la 9 (x) < k, МхеО, i=l j= 1,2,--,т 
ay ОЕ, муе i=1l2-m j=12,m 
。 由 定义 显然 C* 型 区 域 是 工 型 区 域 ， 从 而 也 是 有 界 促 形 区 
R. | 
称 定义 3.4.1 中 坐标 变换 系 (o) (V) ЖАЙНАЙ. 

定义 3.4.2” 设 全 是 有 R" 中 的 区 域 ， 对 于 给 定 的 m їр, 
юн" (а) BA H” (R ) 的 线性 算 子 E 称 为 Q 的 简单 (m, p) 
延 拓 算 子 ， 是 指 如 果 存 在 常数 六 =k(m，p) 使 对 所 有 的 u 
eH””(Q), WR А 

(1) #Q E Ем(х) = и(х) (а.е.); 

(2) {Ешй ae < ий р. 

E RAO 的 强 m ERAT, AHO MEER 上 的 几 
平 处 处 有 定义 的 函数 映 入 R” 上 几乎 处 处 有 定义 的 函数 的 线性 算 
F; (2) 如 果 对 所 有 的 p， 1 和 PP<o， 所 有 的 大 0<Е<т, Е 
Ен“ (а) 上 的 限制 是 一 个 0 的 简单 全，p) ЕЯ. 

可 以 证 明 ( 见 Adams[2]) | 

定理 3.4.7 iQ в ЖИ, 或 者 是 Re 内 的 Cn 型 区 
” 域 ， 那 么 对 任意 的 正 数 m， 存 在 0 的 强 m EHATE. 

在 以 后 的 讨论 中 ， 可 以 知道 对 于 一 个 区 域 Q。 即 使 存在 一 个 


МА (т, РЕ MAF. H™ (OF Жа] RE HRY IRA 
的 性 质 ， 


$3.5 СОБОЛЕВ 空间 嵌入 定理 


主要 是 由 于 Соболев 空间 的 炭 人 性 质 ， 才 使 得 Соболев 
空间 在 分 析 中 ， 特 别 是 在 微分 算 子 和 积分 算 子 的 研究 中 得 到 广泛 
的 应 用 ， 空 间 H™?(0) 的 最 重要 的 连续 髋 入 性 质 通 常 概括 在 称 为 
Соболев ЛЕН, ШЖ K A ЕЕ SA ET 
RellichcKounpanmesn IE АЖЫ Z F. 

Жїр, ЛУЧЕ АЯ ЖЕ АНТИ. 方法 是 首先 证 
明 几 种 特殊 情况 下 的 嵌入 定 理 ， 然后 给 出 其 人 定理 的 全 部 内 容 . 

赃 人 定 再 的 成 立 与 函数 空间 的 定义 域 有 密切 关系 . жів 
数 空间 定义 域 的 各 种 情况 都 有 具体 的 说 明 . 

定义 3.5.1 设 X、Y 是 两 个 赋 范 空间 ， 称 又 能 人 站 ， 如 果 
成 立 

(D X E Y 的 向 量子 空间 ; . ; | 

(2) +—И x€ X, H Ix= ТТ x са Y Нет 
ЖЖ, BDI о<е|х lx ,其 中 与 x 无 关 . 

如 果 把 ТЕЛЯТ, КАЖ ЕЕ P- -种 特 
殊 的 线性 算 子 . 

51 8 3.5.1 Ж#1<р<п, 且 定 义 17P” ТИР 
则 存在 一 个 常数 c= c(n,p)， 使 得 


14р р А П 
“|. въ < С 18). lə, u| 四 uec R’) (335.1) 


一 123 一 


*, А 
мол< | |ә нбх нех a J) = 


lu(x)| < | В 2 „АЕ 


x; 


从 而 有 | 
2м(х) < | р мах, 
о "=, | 


шу 
тым" < |] pdx, .G3.52) 


注意 Hoelder 不 等 式 和 1 < a, < +оо , WR a + 
+a =l 有 | 


1/2, ` 
fi; ран) (3.5.3) 


# (3.5.2) 的 两 边 对 3 x, 积分 ， 并 用 Hoelder 不 等 式 ， (3.5.3) 以 及 
取 r =n — (Ë n> 2), == =a, =п-1, Ж | 


176-09) С <. 
= (fima, ) ‚ К = 1,8-1. 


则 有 
соо, 


1-1 | | 1/ (п – 1) 
<fi ffe, и|4х, dx ‚| ьм») 
在 对 x ，， 积 分 并 用 Hoelder 不 等 式 和 (3.5.3, № г =п—1 和 
一 124 一 


ї/а—1) 
u 7 и|ах, dx . ' ,k<n-1 


е р" 


如 此 对 x, (1 & 上 万 一 积分 ， кайн 


| СЕ двм 6.54) 
Жи. 7 
ан. 由 不 等 式 
a, < 2 L(a, +° +a)". a >0, (<ує<л) (3.5.5) 
yuana s. 


Я p> 108, ЕН – 1) / пр" = Ка — 1) / (n — p)]p 
>1, т несе R") Klu ec, R"). МИ, (3.54) 
HF eC! R°) 也 成 立 .在 GSA ФШ" КА u, 并 
用 不 等 式 


-DZaj ° -1 
ja VY ~'a мах 


` 1/4 | 
«К - ПИ а! 
< | 区 ax} 12 u 1 оов" 


其 中 qg=p/ (р 1). 5 q([mn- 1) AP = 1) =р 以 
(п 1) Ха 1/9= 17р, XHA 
ТИ 
Аб ж" se=3 ffin, ий ne | 
再 一 次 利用 (3.5.5)， 则 可 得 到 p>1 时 的 (3.5.1). 证 毕 . 
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推论 3.5.1 #1<р<л, 且 17P =1/p 一 1/n， 则 存 
在 一 个 常数 c =c(n，p) 使得 ` 
[йй a Selul a МЕН” R”) (3.5.6) 
' МЕЖ Соболев 不 等 式 ( 即 引 理 3.5.1) 的 男 一 种 证 明 . 
辅助 引 理 ” 设 Qc 好 "(n > 2) 是 一 开 集 7 п, 表示 ЕШ 
MN x =0 上 的 投影 ,. 设 WW,(1 < i < n) 是 给 定 的 函数 且 
W. = /(ху,х,_у,х, уух), ых АЖ; Й 


|. IW W dx 
а 


о yia 
«ПГ. ш ‘ах e .dz ‚ах, а.) 


ТЕТТЕ л=2 时 结论 显然 成 立 设 -1 Bi, ti 
ша, 现 对 证 明 记 


Ес i/a- 
= (| or _ 
q, 
ans | 
д.) || |," wW ac al 
OC) 


考察 J(x, ) 


2х) 


«(| р, ача) 


| в 1 
"ах "dx _, ) 


l (r | 


Фао = |W, |122. МЕНЯЛ 


| [же dx чах, 
Ох.) | 


-| PP dx dx _, 
_. Сх) 
则 由 归纳 法 的 假设 ， 当 п-1 时 有 


| етт, ldx dx, 
Alr) ， . 


1 _ 
2%. 


Я a-l А n 
< П(| jo ахх, ух длинах, ) 
i=l AS о, 


其 中 Q(x, )i 是 Q(x, ) 在 超 平面 x, = 0 上 的 投影 . 因此 


a 

-п(] ии |" dx edx, _ dx, "dx, үт. 
imi aN 

证 毕 . 

引 理 3.5.1 证 明 由 Мес, (R ) . 


(CD =" -| 2 (900) ©” dx, 


CDP)| (шуу ra pdx, 
n—p 


可 得 


өс. 
=», < ТР = [Г le(o| "=> а,б) dx, 


-0 


іа и (0) = (хох, ) = suplg(x)|*- я, WA 


_ ° 272827! 
We)" «И = е ф(х) =, |2,е0х)|4х, 


ВЖ, H Hoelder 不 等 式 ， 有 


[ro Dax dx dx dx, 


< e | Jo)" офа 
“оңа . 


1 , 
«6202 ( | та так)" ( | воа) 
п-р в ` в" 
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1 


ее |. Zo Sa)’ la pl。 


jJ ря dx < nj ‚шю P dx = П |W 4х 
iwl R° 
故 由 辅助 引 理 得 


_ п 
ll; <J] | iW ах 


. : 1 
a n | #1 
<П(] ПА Маб, бк, ) 
R”! 


{=} 


. кї = 
<= = (| коё)” ФИ, „| ú 


1—1 
- R 


故 (Г. к) ü 


а 
"r (n— Пр = , | 
<II zp F Сх)" тах). Mo Фі, и» 
| РА 


- (12) (Г. |ф(х)|^— Sar) Р Пей. 


(f a) ‹(® 2202) Tol,, 


根据 不 等 式 aa S(a += +a )" /n, a 20, (1<] 
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<n) # 


"р 
-AR ) ” — n 
(| oli zax) < (==) L Elota)" 
в" 


п-р 
则 


. . п-р 

| .. ар . 
lel, s ws 一 (| өх) 
L в" 


(л — 1) 1 ы | | 
< r= > УБ > la ela 


车 记 17p” =l /p-1/n, e(n,p) 
= (m — Пр/ (n— p))(n!) ``” ” WA 


lela а. < а) RAPE 
证 毕 . .. 
ЕН 3.51 #0св ЁС. 型 区 域 以 及 I< p<n/ m(m 
ЛЕЙ) лир = 1/р- т/а, ДН )ст”@), 而 且 存 
ЖЖЖ с>0 818 ueH" (A) 
шс р ` (3.57) 
Ш 首先 考虑 m=1 的 情况 .此 时 1/p =1/р—т/п, 
由 推论 зотан") cL”(R") 存在 一 个 常数 。>0， 使 得 
lm Sehr МЕН“ В") (3.5.8) 
ANEC 型 区 域 ， 由 定理 3.4.7 知 存在 Q 的 强 m = 1 延 拓 算 
ТЕ, WK 
О IE ulus «м a: чен (o) 
ХШ k = k(m,p) Ж О HE т 延 拓 算 子 定义 3.4.2 中 的 常数 ， 
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эй. 
z 


FY 


X iul pa SiE, o йт=1{, 有 有 
Па < суйш, 
кезт p` Бри, Mk = Ds mw. 


` 设 m 是 大 于 1 任意 整数 La 等 价 于 2 и 
ен“ (а), vaez’ , la|<m- 1. №, XFə u, 四 区 让 一 和 
应 用 m=1 时 的 G.5.7)， 有 
lei a С, ao МЄН"? (Q) 
这 里 i/p =1/p—1/n. | o 
RERA I Ini a ИЗ aaga 范 数 ， 其 中 
| 1и ре 1/р" —1/п 
ШИШЕК т 次 ， 以 p 相应 地 作用 т pp ”的 运算 ， 有 
~ ul ya Se llul ,a | 
其 中 1/p'=1/p~-m/ n. 证 毕 . 
定理 3.5.2 设 Q c R 是 有 界 锥 形 区 域 ， 并 且 
п/т<р< +оо , т21 ‚. (3.59) 
则 H” (Q) c С (0) 以 及 存在 一 个 常数 “> 0, 使 得 


sup lO) < сїй sa ` Мин” (О) (3.5.10) 


证 "ШР O kap Ka, 其 内 每 一 -点 都 是 一 个 与 过 原 
点 的 有 限 锥 C, ИЖ, RU Со 6383 c ИЖ 
为 yt". 这 里 у 是 锥 的 角 的 度量 . 妇 果 把 半径 为 的 球 的 体积 记 为 
ogn, ЖЕ о, 是 R 中 单位 球 的 体积 从 而 锥 .Co 的 角 是 这 两 
个 体积 之 比 ， 即 yny o. | 

B| АЖ Ж g€ CF(R)， 它 满足 к>0; ЧИ, 
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g(D=1; >В, 4(0)=0. 
$ (0) = 0:7 0). РЕВ 4420, 使 得 


4, 
<= {>0 (3.5.11) 


对 于 任意 weC” (О)Г]Н"” (О). ER yen, ЖАН 
ERC, ERTA УЗИ На ЕЯ хес, 进行 各 
分 ， Ж 


t | I . 
| ә, (*(r)u(x))dr = — u(y) Е (3.5.12) 


这 里 rz = |x — y|. RIRA y 为 原点 的 于 坐标 (r, а), CHR” 
PAHARE (xy 的 关系 如 下 = 
x, = rcoso, 
xX, = гїї COS, ` 
e ань а РА (3.5.13) 
x1 = РМО -sino _.С080 _| 
х= rsino sino _ sino | 
坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 为 
D(x yx) 
| ZETI 
其 中 ф(о) = plo, a 
BERERE r" 9(o)drda， 为 了 方便 记 до 
= de redo 1, 90 = фо. 
© җозлас, 上 积分 得 


a-l 


=r" (о) 


. в-& „ в-3 oe їй 
)=sn @ {їп o, sino _,. 


ñ . 
| | 2, (*(r)u(x))drdo = -| do 
Ыы; ' 


= — и(у)уп/ ©, 
ua в C, 的 角 ЕЕ = 次 , 得 


К ( 7 1)” о m- 14 
uly "уп ул(т 1) 01), г, "(си)" 


变换 到 直角 系 中 ， 注意 到 же шм D, мя | 
н |. |е" (ти) "а ИС (3.5.14) 
对 于 p>, H Hoelder se 得 


luy) < 一 一 一 一 = ТЇ “L, 


这 里 1/р+1/д= 1 以 及 Б 


| 1/р .. 1/4 
I= (Í тета) У = (| Тл | _ 
cç ` 7 . 


现在 考察 和 分 b. 由 (3.5.9)， я абт-+л-1: >-1, к 


1 f к -J та | 
©, . u 


упр" 
о „(тр 一 n) 


对 于 p=1, (3.5.9) т> п, 故 有 
|. (ear ”一 "dx < ew Sop [= р” (ww)ldx 


т=п 
=l lwc, * la” (lo 


综 上 所 述 ， 对 1< pgsoo， 有 


lu(y)| = = Ir” ` haac, іа" (tu) °,р,С, 


Ф, 
yn(m — 1)! 
< coh; ур)” «ә, 

这 里 с(т,п,р,)— 个 只 与 т, n р. ARKAN. H Leibniz 


(3.5.15) ` 


公式 及 (3.5.11) 有 
се|) ЕЧ 
以 及 由 链 导 法 有 ‘EUT. 


|a: u| <с^ў. |,“ ol > 


| le! < А 
Ванн йя 2-с 
зир м’ < < elul n 


这 里 с=с(т, n,p.[)c ' хеш 3.2.6, д CEDE НО) $38 
密 ， 得 (3.5.10) 式 成 立 ， 证 毕 .… 
引 理 3.5.1 以 及 定理 3.5.1 常 被 称 为 . Соболев. 不 等 式 . 而 对 


于 (3.5.10)， 应 作 如 下 理解 : 即 2YueH””(Q)， 由 定理 3.2. 6 
НС” (2) 中 有 一 个 序列 {p ， 上 } 在 H””(07 的 范 数 下 收敛 到 и. 


为 fp,} 是 H” (Q) 中 的 Cauchy 序列 ，(3.5. 10) Ж (Ф, 收 


На 上 的 一 个 连续 函数 ， 因 此 xz 一 定 与 C8 шр" (б) 中 的 


一 个 函数 几乎 处 处 相等 ， 且 满足 关系 (3.5.10).: 
前 面 ， 我 们 曾 给 出 嵌入 的 定义 ， 则 (3.5.6) 可 写 为 


Н") RA L” (87). Y repe; 1/p 17p 二 17a 
时 .相应 地 (3.5.10) TEA H” (Q) ЖА. C ° ONL (Q), а= 
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<p< +оо, 21 时 . 

研究 定义 在 区 域 a 上 的 导 算 子 的 边 值 问 题 时 ， 重 要 的 问题 
是 决定 定义 在 о 的 边界 上 的 函数 空间 ， 包 括 决定 H”(Q) 中 的 
Жи фи. ИШ, мн” (о) ЖА С" (Q) (YL (o), 
№ EC ° (20). 

考察 上 半空 间 情况 , Вон" = [x= (X, x): x 
ЕВ” " x >06}, ЖФ x Ge DYoec? (R",Q), x 

‚ Ж 
(e(x”,0))” = -| 2, (оу | 
А 

在 了 ”上 积分 上 述 等 式 ， 对 于 pi 时 有 


lolx’ ol „лв“ <]. [= lel РР, Px Ddt dx’ 


1⁄ç 1⁄y 
<] | юк?" =} . |] воа) 
в“ Б и "` ` ` 


р и ф(х)? в 
¿wass — J 
< сф ТИЯ 
Ш l/p+1/q= т, 在 上 面 推导 中 应 用 了 Hoelder 不 等 式 ， 
和 不 等 式 a.b<a” /p+b’ / 4. 又 当 p=1 时 ， 上 述 不 等 式 
显然 成 立 . 故 当 1<p< o вї, pec? в", п) 有 
О) pgr- < ODN ае (3.5.16) 
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X H C” RO) EH”) PHARE, Ш (3.5.16) 对 и 
eH” (Q) ERY. | 

定理 3.5.3 ӯ, (Ф007) = Ф(х/,0). pec (R"A) xean, 
所 定义 的 这 算 子 7,: C (R'Q)- C (20) (KH Q= R° )3J 
以 唯一 地 延 拓 为 连续 线性 算 子 y eL (H (0). 1.7 (20). НЯ 
在 工 "fa9) 中 现 密 ， 而 且 满足 

_ у, би) =у„(Б)у„(и) %“ВєС!(П), ueH'”(Q) 

证 (3.5.16) Наһп-Варасһ 定理 容易 得 出 
y,eL(R'7(0), L'ER) ХМ yec? (R): BARIEM т 
ЕС” (В) AF, Ш |118, т(х)=1; М2, t(x)=0 
И 0<т(х)<1 МхєВ. МХ ф(х) = у(х’)т(х ), x 
= (x',x )eR" ЮЕ фес R'A) Ж э(е) = у. AT y, КИН 
üa cm). | 

由 y， 的 连续 性 及 对 于 ueC!(Q) EART, T CRA) 
EHO Ни, ЕН иен (0) 同样 成 立 ， WEE. 

对 于 Deb. asa Schul, pas ， Миен" (в", ). 应 作 如 下 
理解 ， 每 个 元 素 ueH”( R' ) 是 C”(R'，) 中 一 个 函数 序列 
ө.) 在 HY( a" ) PIB, вжо, ÆR"! 上 具有 属于 
C (RT) вов, тонне L (R) ва BN 
o CHRE ПФ, pa Schul was ， 其 中 与 “无 关 ， 

注意 到 前 面 给 出 的 几 个 嵌 人 的 例子 ， 则 有 必要 对 定义 3.5.1 
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的 某 些 含义 作 些 推广 .1) I ЖНА ТЕ ЖАШАН DRU 
把 X 的 某 些 典型 的 线性 变换 嵌 人 到 立 中 ， 如 有 
н“( в") 嵌入 工 "( Re ); 2) 不 一 定 要 求 X 是 立 的 向 量子 

空间 ， 只 要 求 二 者 之 间 有 一 定 的 关系 . 

从 前 面 所 给 出 的 几 个 庶 和 例子 的 证 明 ， 人 们 可 能 已 经 发 现 ， 
它们 的 证 明 过 程 所 运用 的 技巧 是 十 分 初等 的 ， 把 比 简单 徽 积分 稍 
多 一 点 的 知识 和 灵活 地 应 用 Hoeder 不 等 式 结合 起 来 就 是 这 种 技 
巧 的 基础 .基于 篇 幅 的 限制 ,这 里 仅 给 出 Соболев 嵌 人 定理 而 不 巴 
以 证 明 ， 必 要 时 请 参阅 Adams[2] 第 五 章 . 

定理 3.54 (Соболев КЛЕЯ) ОЕ R МТК 
R. QF E Q 和 R° 4—4 k EPELEAN ЕК. 1< 
кє n.( 因 此 有 Q'=0). Ж т 是 非 负 整 数 ，p 满足 (< p< оо. 

а) 如 果 人 具有 锥 性 质 ， 则 存在 下 列 嵌入 : 

(А) 假定 mp<n, 而 且 n-mp<k<n, 则 . 
нон" ' (0°) p<q<kp/(n— "д . (3.5.17) 
特别 有 Е 

H!*"”(QKAH (О) р<д<лр/ (п – тр) (3.5.18) 
或 有 | 

H (QK AL (О). p<q<np/ (п mp) (3.5.19) 

МН, MẸ р=1, XF К=п-т>0, 嵌 人 (3.5.17) 也 存在 . 
(В) 假定 mp=n， 则 对 于 每 个 上 1<kgn, 

НОЖАН" (0%), р<о<о (3.5.20) 

特别 有 
H (OHKAL' (Q Psq<o _ 6.5.20) 
而 且 ， 若 = 1， 则 对 于 g = о, WA (3.5.20). (3.5.21) 同样 成 
立 .尤其 有 1 
H ARACO (3.5.22) 
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这 里 С, (9) = {шєС (0): ə'ufEQ LH, 1416). RESE 


lul o a = max sup lz w(x)| 
ы 2<«Ы<; хей 


С' (0) Вапасће Н. 

(C) ЖЖ тр> л, М Е . 
Н (Qk АС (0)- . (3523) 
0) 如 果 ожти, иен овом 
_ (С) 假定 mp> n> (т-р | f 
нос" 0), 0<4 <=-" (3.5.24) 

(cn BÈ п= (orDp 网 C 
ное ЛС“ iG), 0<<1 ` _ 6.529 


进一步 还 有 ， 如 果 .m= (m=Dz 和 p= ШЙ 0<4<1, WA 
(3.5.25) 1} RY. ег 
-BE СОО <1< D SEX ML F: Ao ec" (0), “满足 

(Ú YY 0 <la <m, 7p ЖО LAS HF W, 

(2) мозшхи, èp 在 上 满足 指数 为 的 Hoclder 条 
件 ， 即 存在 常数 使 得 Е 
|ә" р(х) — 2° vO < сіх — у _МжуеЙ 
其 范 数 定义 为 | 


& 
pl as = таах . sup |2 ф(х) 
| сеа achica ей 


+ max sup p'oa) –2"е0) 6.520 


о<шієт x+ ye |х – yl 
с Я 
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C” (0) 在 其 范 数 下 是 Banach 空 间 . 
(3) 假如 把 接受 六 = 空间 都 替换 成 相应 的 Hze 2 
间 ， 则 第 (D 和 第 (2) 部 六 ， “结论 对 任意 区 域 者 成 立 

在 Соболев RAEMP, ЗЕЯ pr Ete + 
接 推 论 ， 因 为 将 函数 在 外 延 拓 为 零 的 算 子 可 将 BOSE 
RRA HRE. | 

另 一 方面 ， 假 定 对 于 QQ=R" 隘 入 定理 的 所 有 结论 都 已 得 到 - 
证 明 ， 则 对 于 某 些 特殊 的 Q, 这 些 苦 入 定理 也 成 立 . 例 如 
н= (кук A LIR), ИВЕЖОН—№(, ИЯР, W 
对 于 任何 wE HO), ж | 

lel да < IEul,, ЗС, Ен, Se e М ,a 
Hte, Не, P uik ‚ 
собол» А йй навд хя 
.3.5.47)、(3.5.20) 的 嵌 人 能够 用 一 种 合理 的 方式 推广 到 使 它 能 应 
用 到 更 一 般 的 光滑 流 形 的 迹 上 去 . 见 下 面 定理 . 

定理 3.5.5 HAER p С" 型 区 域 .如 果 mp< n ii 

Р<@< (л—1)р (т-ту), 则 О 
“H (OKAL eQ) . (3.5.27) 
如 果 т" n， 则 对 p< 9< ce，(3.5.27) 式 也 成 立 .: 

证 因为 人 是 R* 中 C” 型 区 域 ， 根 据 定理 3:4.7,: АР т, 
ко От ERAT., EER у (m, р)ЖЕ E, W 
得 . . 

Eu ,nr За -  (.5.28)° 

XH Q E в" Ч: С” КЩ, HEX 3.41 Ф, FE. 

的 一 个 局 部 有 限 开 覆 盖 {O ， } 和 相应 的 m ЖЕ 0р, } 把 


Q = {>= бу )ев" :{|<1,—1<у, <1} 映 到 TRKE | 
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=1, 2, em) 上, #8 O Q= v (Q); 0, = veg: 
y, = 0}. 如 果 supp fc O,， 则 可 以 通过 | | 


| rouf Кх)аз = ) f° k, 507,0 24у ' 
a ona E 


. | (3.5.29) 
来 定义 /在 20 上 的 积分 ， 其 中 y "pr 而 且 如 果 
х=), M ` зо. 


А р(х = wx A” ‚ү izaj > 
oo-| {5 ( ро 92) | | 
3530) 
如 果 уж әп 上 定义 的 任意 函数 . 根据 定理 1.8.6( 单位 分 
解 定理 )， 知 可 存在 2 的 从 属于 {0 87 -个 C” 单位 分 
ый „е 0<, <1. Ф. 


[| fd = 1] fv, „ы | 


则 对 оду 可 以 应 用 (3.5.29) 表 示 其 在 Qu 上 积分 O >. 

现在 证 明 mp<nfl a= (“17 етн ан, 
其 它 情况 可 用 类 似 的 方法 证 明 . 

因为 只 是 СРО. жоне ХЕК ° крт 
81—060; х=ҹ/у)СО, Ж со 

(хех, „Я IDO "Уу, ,| 


<c, (3.5.31) 


11 jn 
A J <“ 和 ры) 


к, уво, 则 YweH (0), 有 


| |Eu(x)|“ ds < i |Eu(x)|° ds 
f=1 o (ya 


一 HM0- 一 


< Y ‚Е и. y ONI Ny 


jat 


Ф/р 


<e, н. Фф < ‚(в Ре) 


imi 


a е/р 
, “ 
<e,( Жаша.) <° ТХИ е, рр 


在 上 面 推导 中 ， 利 用 了 (3.5.17)，(3.5.28)，(3.5.3 昌 及 0<и<1, 
АР < (11-0), 1<р<оо; 以 及 有 тийин. 
证 毕 . 

如 同 Соболев "ОРГ Соболев 22 间 之 间 
不 仅 有 着 连续 媒人 的 关系 ， 而 且 在 基 些 条 件 下 ， 还 有 紧 嵌 人 的 关 
系 、 如 工 算 子 是 紧 算 子 .这 点 将 在 下 面 的 Rcllich-Konpamca 定 
理 中 加 以 描述 . 紧 内 入 在 分 析 中 有 很 多 重要 的 应 用 ， 尤其 是 证 明 
РЕНА АНА НИ = 

设 X 是 线性 赋 范 空间 X 中 的 子 集 M 称 为 有 界 集合 ， 如 果 


存在 常数 c， 满 足 suplxl, < c. 


X 中 的 子 集 M 称 为 紧 的 ， 如 果 M 中 的 每 个 点 列 包含 一 个 
子 序列 ， 该 子 序列 在 X 中 收敛 到 M 中 的 一 个 元 家 ， = 

ХТА M 称 为 礁 紧 (相对 紧 ) 的 ， 如 果 其 闭 包 加 (在 x 
的 范 数 拓扑 下 ) ЕЮ. = 

定义 3.5.2 设 X，Y 是 赋 范 空间 ， 而 A 是 从 X 到 Y 中 的 
一 个 算 子 . 算 于 АЙЫЖЫ. MRAM 在 X 中 有 界 时 ，A(M) 在 
Y 中 是 准 紧 的 .如 果 人 是 连续 而 且 紧 的 算 于 ， 则 称 A 是 全 连续 人 
+. 

ЕЛИТА TSS TESTI 
每 个 紧 线性 算 子 是 全 连续 的 . 

定义 3.53 如 果 X 到 立 之 问 存在 紧 算 子 A， 则 称 X RIK 
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ара 


Y. 
RMR as ДАЖЕ АШЫ Г.У T MR Ж. REME 
熟知 的 Ascoli—Arzelà 定理 (参见 定理 1.2.2). 
定理 3.5.6 设 Q E R” 中 的 有 界 区 域 ， M 是 C(Q) 中 的 子 
‚пан 
К" 存在 一 个 常数 c， 对 一 切 g C M # x€ n, 有 we 
(2) 对 每 个 a>0， 存 在 ô> 0, 使 得 当 PEM, 2 x. ` €D т 


Ep іо) ф0)1<. | 
则 M 在 C(Q) 中 是 准 紧 的 ， 即 从 M 中 可 选 出 一 个 函数 序 


žilo, РЕ СО) 中 收敛 于 o. 
2818357 ROER ИН, 0<и<т, М 
СОЖ АС@) _ 6535 
Ш. 6.5.26), № т=б, 有 -Weec ”GD) 


leleia 一 sup joG) + вир шак че 


ж.уЕ 
xy 


> sup lo) = lola 


РА c” (О) ЖА СО). 

EMEC” 中 的 任 一 有 界 集合 ， 由 以 上 不 等 式 知 M th 
Ж C(Q) 中 的 有 界 集合 ‚ Ау фем, х. уж lo(x) 
= e)l <c|x— yl”, 这 里 只 依赖 于 M, 5 03. 故 由 定 
理 3. 56 Ж, M&C веки, 即 在 M PIAST — 
Hle, ) 在 C(D) ФА, В (3.5.32) 成 立 ЧЕЙ. 


‚8 3.5.8 EF Q kk R 中 的 有 界 开 集 ， 则 ` 


СОК A C (©) (0 <4<и< D . (3.5.33) 


“证 因为 YoeC”(9) 
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sup е0) gO) < зир LeO) 


РЧА aa к- yl < -= a lx — y 


sup р 1000—00) «вар 
y 


i бы |х — 
从 而 lol. a < 3161 с 即 
C“ (Qe A C (Q) 
设 M 是 C~(6) 中 的 任 一 有 界 集 .由 定理 3.5.7 知 窑 在 请 数 
子 序列 {9,} = M 在 CO 中 收复 IERO, pÉ C” p 
ШЖ. MA (3.5.33). 事实 上 ， Bi z, 0) = Z „®-°, (x), 
由 0<åi/u<t, 有 


lp „(Х)—@Ф œN- lp; 3-е, эы 
к= 


k 


gra) E „| _ 
ку 


х |E mn Gj- z, „б, 


| | А 
_ lp.) = „0 в. op, 
.Ix— й 


х |е, (х) ~ ог 
мас“ (Gñ) Шия, ЖЕДЕ ТЕРЕЛ 
с, Йй 


( өй a 
ЖЫК ме < се, (一 8, mO P 


ху, 
从 而 


z. =- g, „ОЛ 


ob °, 
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< le „са +2218 ОНЕ (0 1— А) 

这 个 不 等 式 说 明 ， 由 {p,} 是 C(Q) 中 的 Canchy 序列 可 得 {9 。 } 
也 是 C °” (2) 中 的 Cauchy 序列 ， 又 c°? (G) 是 Banach 空间 ， 
Rio, } ÆC O 中 收敛 . ЧЕ. 

НХ, Y, ЖАНЕИЗИ, KART АЯ ВОДУ 
EX УМУ, 2, WKARF АХАН 

BX IKA Y RI#. (1) (х ) # X Fikšk, Max} 
在 Y 中 收敛 ; (2) WR Ix ) 在 X 中 有 和 界 ， 则 {4x.} 在 Y 中 有 
R. Kuri, MX IA Y, ҮКА 7. 并 且 至 少 有 一 个 
ERKA, МХ KRAZ. 

28359 йпю. M 

(1) 如 果 тр>п, ЖА 


H””(Q) ЖАСО) (3.5.34) 
(2) mR mp> n>2(m-1)p, Н0<4<т-—(п/р), ЖА 
H” (my Ei A C A) (3.5.35) 


证 (1) 如 果 mp>n， 设 /是 满足 条 件 (m—j )p>n 
> (т 7 – 0р MENEK. Wm- 1/7 <т-7.# 
H Соболев Ж АЛЕН (3.5.24) 有 

н””(а& AH” (Qik AC RACO) 


其 中 0<h<m 一 j” 一 (n/p). 由 定理 3.5.7， КЕЕ A ih ë 
БЛА. 故 有 (3.5.34) 成 立 . 


存在 一 个 h， 满 足 和 4<h<m 一 (n/p). 因 为 0 是 型 区 域 ， 故 
由 定理 3.5.8 有 СО) BRA C” (О). 再 由 Соболев I ЛЕН 
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中 (3.5.24) 有 Н" (Q) ЖА C” (0). В (3.5.35) 成 立 . Ш. 
定理 3.5.11 iO ER" 中 的 一 个 多 域 ,0* ЖЕ dh k 
超 平面 与 4 的 交 (1 < k < n), #XFT-I< q, <q, 有 : 


H” (ЖАГ (n°) (3.5.36) 

ножи AL (Q) (3.5.37) 
则 对 任意 4€ lang) Ж | 

H””(Q)KIK AL (Q) _ 6.5.38) 


证 q=4 В, EH (3.5.37) NI (3.5.38) 成 立 . 故 只 讨论 
4, <9 <9, WR .&$ 4=4q (a, -9)/9(4,-49,), и=9,(9 
一 ?9 1) 9(9 一 9 ) ЖЖ А+д=1, 14>0， и> 0. ka. 


eH””(Q), ЖЇН Hoclder 不 等 式 及 (3. 5.36), Ж 


PIN -| 7 -| tax, 
q а 


с {ҥе [ий 


м m м lad 
= д ` АР < с Кий № д 


ll, a Sch all. 6.5.39) 
如 果 {w,} ЖН””(О) 中 一 有 界 序列 ， HRA (3.5.37) ЖЖ 
的 ， 知 在 fw } 中 存在 一 个 在 L"(Q*) 中 收敛 的 子 序列 fi }， 
АЯ L” (Q') 中 的 Cauchy 序列 .又 由 (3.5.39) 知 fa' } 也 
ÆL'(Q*) 中 的 Canchy FI, AWRA (3.538) 是 紧 的 . 证 
#. | | 
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下 面 给 出 H” (О) КЛ Rellich — Кодрашег 定理 ， 其 
详细 证 明 请 参阅 Adams[2j 第 六 章 . 


定理 3.5.12” 设 0 是 R” 中 的 一 个 区 域 ; Q。 жаке 
KR; п k Q 与 RR" h—4- ЕН, ХШ (2 0), m 


О Ж ®Ж. 1<р<о, ЗА. , 
(1) 如 果 O 具 有 锥 性 质 并 且 mp < п, M FKA ERI: 


H (пу Ан” (De) (3.5.40) 
其 中 0<n-nmip< k<n, 1<q<kp./ (n—mp) 
н"""(оуйкАН (о) ` ` (3.5.41) 


яф. m=. тр, Í < k <n, ! <q 0: 
(2) 如 果 Q 具有 锥 性 质 并 且 mp> n, TRAR: 


НИ (О) КАС, (0,) 7.5.42) 
НО КАНИ (о!) 154 о (3.5.43) 

(3) 如 果 呈 是 工 型 区 域 ， 则 下 面 嵌 人 是 紧 的 ; 
H OQERAC AD = (3.5.44) 

其 中 mp >n. : i Е 
WORKA A (3.5.45) 


其 中 mp >n 2 (m — Dp, 0 < <m — (п/р). 

(4) ENER "的 任意 区 域 ， 在 嵌入 .(3.5.410 一 (3.5.45) 中 
жн") Ке H/"”(Q)， 所 得 到 的 嵌 人 也 是 紧 的 .: 

如 果 0 是 有 界 的 ， 则 本 定理 的 叙述 中 Q, 可 以 等 于 0 


$3.6 СОБОЛЕВ 空间 中 的 等 价 范 数 


“线性 赋 范 空间 хф, 范 数 l Их ТУ КЕЕ 称 为 等 
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价 ， 如 果 存 在 两 个 正 的 常数 cl、 c> .使 得 
c lxi? <, < с, ixi; УхеХ 
显然 ， 两 种 范 数 等 价 ， 意 味 着 在 一 种 范 数 意义 下 收敛 的 序 
列 ， 按 另 一 种 范 数 也 收敛 .因此 ， 由 收敛 派生 出 来 的 其 它 概念 也 
是 等 价 的 . | 
ШЕВ сЕ І К. 
定理 3.6.1 тв" 中 次 数 Ek- ани 


zu R. Ша 2. = dimp (9). жє -/ (и) G 


=1,.2, + „унео жанин. 它们 在 上 一 1 
次 多 项 式 上 不 同时 为 堆 ， MIN 


барсы . tp жо 
ПИЯ = (È лш” + мы) “27 (3.61) 

等 价 于 范 数 是 “1266: 即 存 在 两 个 常数 vi; cz>0， 使 得 
© ИТ < ма Зе, (3.6.2) 


证 HT lul „л < wlio 以 及 И, (le Ан 
(62у фла RS R А. ` 
下 面 证 明 BED P ilga < c; е: РЕН. 车 此 式 
不 成 立 ， 则 存在 一 ЛАЯ, Кылы, ЕН (а), 使 得 эч 
1 以 及 И . pi оа А : 
(и „бле у )+° Ке G. 63) 
因为 序列 fw, } ЕН (0) 中 是 有 办 的 以 及 于 (а) K 
H*™ (0), 由 定理 3.5.11 知 ， tt, } 中 存在 一 个 子 序列 仍 


<1 И, = 


Rhi, h DDR ен" (©), AA 


ilim — = Ü ` ñ 
imio, =h, 0. (3.6.4) 


又 由 (3.6.3) 有 


limiy hpa = 0 (3.6.5) 


(у АНА (0) 中 Cauchy 序列 ， НФ 是 完备 的 ， 因 
0» } Æ HY (Q) 中 收 全 .从 而 这 个 序列 {fy } КИЕМ 满足 
Maez’, |=, "vl, = lm", |... 一 0， 从 而 2。， 
=- 0. 根 据 定理 3.2.12， 知 ， 是 一 个 次 数 不 超过 大 -1 的 多 项 趟 
而 由 (3.6.3) 还 可 知 。 

A= limf (v) (= 1,2m) 


МНН у= 0. 而 这 与 外 vll. a =1, 1=1, 2, ++, ЖШ 
FH.. ЕФ. 
EMER 3.61 ЯНЕ Лау 以 导出 许多 有 用 的 不 等 式 . 
设 空 间 为 He(O)， 则 1. 根据 定理 3.6.1， 此 时 多 项 式 是 零 
次 的 ， 而 线性 独立 的 零 次 多 项 式 个 数 m= 1, ， 故 只 须 取 一 个 连续 
ВНР BAOL nÍ | 


(1) ж || мах. 当 п E L акын, f. Ж 


H “(9) 上 线性 连续 泛 函 . 


(Ol < (и@)) vei lsa < с i 
| уни 
对 任何 零 次 多 项 式 x= const, Да) = (u(Q)), а + 0, НИЕ 
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93.61, # 


, A 
кый) ` Миен“(@) 


м, <‹( | udx 
а 
当 p= 2 时 ， 它 就 是 Poincare FYR. · - 


(2) NR f.(u)= | uds, ЩН Hoeider 不 等 式 有 


СА 
ШЖ 3.5.4, №] =0, т=1, k=n— 1, НЯШроха< (п 
— Пр/ (п – р) 4 BMRA L*GQ), lula 090, a. 
从 而 (ge lu lipa MANNE НО) ЕН. 
由 定理 3.6.1 有 


, | 17Р ， 
auase(|| uds +.) | эмен” 
ә | | ' 
从 而 .. 
А зир . 
№1 a <‹( | uds tya) Е XZue R!” (0) . 
=“ 


当 p=2 时 ， 它 就 是 一 般 形式 的 Friedrichs RR. = 
特别 地 ， 如 果 weH l (O), м |: uds = 0,. ин " 


мо < ам, мен") 


这 与 定理 3.4.3. 的 形式 一 致 . 
(3) Baa 上 的 度量 ds BE, $r йг, r, AAR. 


шей ло | ча. MO PRUNE, вм 


г, 


一 149 一 


м сїй, Sclul, < lul д 


从 而 па) НО) ВЕНЕВ R, HRE 36 — 


P ` 1/р . ` 
Ты ро <‹( | uds ETA ок У иен!” (Q) n 
r, 
或 =. 7 м = ` 
, 1/7 
lel л <‹( | uds] + u.) yueH (О) 
如 引进 字 则 
бала Ve {чен (пута, =o]. це (366) 
则 有 i а 
ди ul ,a ем a “YueV ， (3.6.7). 
即 对 空间 У, Friedrichs 不 等 式 同样 成 立 . 
从 而 有 下 述 定理 ， 


定理 3.6.2 设 人 0 是 RR" 的 有 界 单 连通 域 ， 则 由 (3.6. бу Ж) 
空间 V НОМ, 而 且 存 在 常数 c> 0， 使 得 
Ыла 1а. меу _ 6.68) 
” 即 在 空间 V 上 ， 全 范 和 半 范 等 价 ， о 
证 (3.6:8) 可 由 《3.6.7) 直 接 得 出 .现在 利用 媒人 定理 证 明 V 是 
Нов 727 Ки ЕЛ У, Н. 
кы la. ~ul, а #0, -Ha ol. 
由 定理 3.5.4 知 ， 当 раки Da/ тюн. `: n AORA 
EH - ooo | 
м, -uty ма & соды, 一 КТА 
u, # Q ро и x uri = 0: (а.е.), 故 
е (a.e.)， 从 而 得 uC V, B V 是 闭 的 . 
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$37 НН 


设 M 是 线性 空间 X 中 的 一 个 线性 于 空间 .对 于 两 个 向 量 
xi，xaeX， 如 果 x ,一 x,eM， 我 们 则 称 向 量 x, Ax, 关于 
# м ESRI. 我 们 把 x 中 与 固定 向 量 x 关于 模 M 等 价 的 一 
切 向 量 所 组 成 的 集合 记 为 2， 即 人 = {уеХ :у-хеМ} ; 
= {х+т:; тем}. Ж8 Х/М={:хеХ} 是 商 集合 .任意 
ех 都 是 这 个 等 价 类 3 МА, Ш, yeç 充 要 条 件 是 xe 了 以 
及 = y. 如 果 把 每 个 等 价 类 看 作 一 个 新 的 空间 的 向 量 ， 类 的 加 法 
运算 和 类 辐 数 的 乘法 定义 为 

+= (ху), aX = ө). 
ЖА X/ M 是 一 线性 空间 ， l ©. 

Ë X Æ Banach 空间 ， 其 范 数 为 | |. dl x， 如 果 在 XAM 中 
引 人 范 数 


GPP = эг, ‚ yes} = е + mh, тем} 
WJ X / M 也 是 一 Вапасћ 空间 ， р" q: ` XX / M MATH 


Жа! ыххум)=1. 
ЁР, (О) 是 由 所 有 次 数 不 超 过 的 多 项 式 的 全 体 组 成 的 线 


基 向 量 记 为 рп, а м а 中 任意 两 个 相差 一 个 
次 多 项 式 的 元 素 属 于 同一 等 价 类 ，, Masha 70у, 
此 时 其 商 范 数 


Мен" * O/P, 


ТУ тра = inf y+ РИ, за 
£ 
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其 中 


?= [чен** (©). u— ve р, | (3.7.1) 
而 商 空间 ничо) / P, 的 半 范 
Pasma ift pla VRP, 
ER 
Ў, а T Pessa 


并 且 
`. . | izp 
ЇУ+РІ, ма = ШИ ++ И 
Э Misia 
此 即 
El, za < 191, ya 
对 于 p= co 时 ， 范 数 应 作 相 应 修改 .事实 上 ， 在 商 空间 上 ， 全 范 
和 半 范 是 等 价 的， 这 是 一 个 非常 重要 的 结果 . 即 
定理 3.7.1 着 QcR" 是 L 型 的 则 在 商 空间 
НИР, 中 ， 商 范 数 I, о AER Iv, ,va 等 价 , 即 
存在 常数 <(Q)， 使 得 
Маа < 191, ла Є ла. (3.7.2) 
证 这 里 只 证 明 (3.7.2) 式 右 端 不 等 式 . 设 m 是 R" 中 、 次 
数 < 的 多 项 式 空 间 Р (0) МАЙ (о) МЛМ, MD m 
=dim Р, (О). НА Р, (0) 的 对 侦 空 间 的 基 丁 数 为 {f y. WW 
R fl(9,)=6, 1<ijs<m. Я Hahn—Banach Ж, Ж 
ZE HY (а) БЕНЕН н, MEIU h ERY р 
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u r 


eP, (0), ГР) = 0(1 << т) 的 充 要 条 件 是 р=0.8 (f) 满足 
定理 3.6.1 的 条 件 , ЖО | 
lal... a < ($ ZO ral...) „о 673) 
另 一 方面 ; Мен" +Q), пж Ар eP (Q), 使 得 : 
© +р,)= 0 1<;j<m (3.7.4) 
事实 上 ， 只 要 取 | | 


р, — È fo, 
Ян 16+.) нл) 00 ЎЛӨ д0. 
&GJ3 Rus vip... SeH * (0), 有 | 


p + p „а < Миа, 
Ж ИИ ара ат 证 毕 . 
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第 四 章 实数 阶 COBOJIEB 空间 
f 和 迹 空间 7 


本 章 把 整数 阶 Соболев 空间 H"(Q) 推 广 到 任意 实数 阶 
HoO) 博 况 ， 研 究 它 的 结构 及 性 质 -同时 研究 定义 在 边界 上 的 函数 
空间 ， 尤其 是 Ree( ии, 


$41 Н.В") (seR) 空 间 


我 们 知道 ，He(R9) 空 间 装备 车 范 数 
аре = E | рырак. мене Re) 


H Fourier ИЖА, əsueL2(R"), Yj < m ENT 
EEEL R"), Ма <”. 容易 验证 ， 存在 常数 c1 和 ea, 使 
得 


с + 1°)” < АПШЕ < +)" М ЕВ” 
因此 (1+ (DeL: R"), ПНВ 
“-(] па) 人 (5))245) ”满足 范 数 定义 的 要 求 ， 所 


以 也 可 以 作为 H” (Rs) 中 的 一 个 范 数 ， 
另 一 方面 ， 由 Fourier 变换 的 Plancherel 定理 (定理 1.9.4) 有 


Оя)" | р*шдх = | Feulidx = | «азага 
故 有 
a|. +P) "NRO dE < hula 


<a | „+ ^ш Юг 


“此 即 ， 在 空间 BR, ЖАННЫ 
анкетаа 


由 于 上 式 对 于 任何 m, 不 管 是 整数 还 是 非 整数 ， 都 是 有 意 
义 的 ， 并 且 符合 范 数 定义 要 求 ， 我 们 可 以 以 此 来 定义 实数 阶 
Соболев 空间 : | с^ 

定义 4.1.1 设 seR， SRO эвм аен, Ytu 
ES’ (R), 公 是 其 Fourier 变换 ， 记 

Hs (R’)= (u: ueS'(R"), (+E) 8де в") 

并 赋 以 内 积 和 范 数 
ш. v) = |, (1+ EP) EE PE) ае, 
YY u, уєН:(В") (4.1.1) 
18 ne = Г. аа? (Фра, 
М u, veH:(R") (412) 
ДЕН (R* ) 为 实数 阶 Соболев 空间 . 

定理 4.1.1 ”对 每 个 实数 ;，H' (R" ) 是 一 个 Hilbert 空间 . 

证 ”只 须 证 明王 (R*) 对 范 数 jul. УЖИНА. 
$ (и: Æ H: (R* ) 内 的 Cauchy 序列 ， 由 定义 ， 

{1+2 5228.) Ж L2 (Ra) 内 的 Cauchy АЯ, X L? (Ra ) 是 
完备 的 ， 所 以 序列 {+ 14? ) 281} # L2 (RY) АСУ. 
НЕ? (В ^) < S (R), Ares (R). ХШ 
PE = (E+ EP 2 12) —*/29(@) 
= (1+4 ): 22662) 
Fpa) = +42) 222902). 由 组 增 广义 函数 的 性 质 易 知 ， 如 
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Я pE) 是 一 多 项 式 ， 则 pE. 906) pE pE) > 0) 
都 是 缓 增 广 义 函 数 .所 以 (5)eS‘(R* ). 又 Fourier 变换 

Ж S'(R") 到 S'(R*) БЫ, WACES R). 注意 到 

(1+1412 )* 728 ($) = PEEL? (Rn) 

及 定义 41.1, жаен’ (R° ) UR (ui # H: (RA) 中 收敛 
由 于 (4.1.2) 和 上 Ne ESAN semi) 以 及 定 
ЗН 4.1.1, 今后 当 s = m 时 ， ан; в" ) FHAR") 不 加 区 ， 

5). | 
对 于 。 为 非 整数 时 ， 我 们 考察 另 一 种 范 数 定义 为 此 ， 给 出 
JARIR. — 

引 理 4.1.1 如 果 0<s<x1， m 


фи, < (2z) -f 1012 (1 + 42°) а < спи. 
йл : 


: \МиеН: (В), (4.1.3) 
其 中 c 为 常数 . . 
证 由 

1—1 ši? 1 + 182 


SIFE T+ el SG +2)” 


1 Y“ 4 | 
| (Ст) + (наз), ° 
可 得 (1 + 142 )* < (1+ RI#) «201+ КР)", мек", sel, 1} 


从 而 订 得 有 本 命题 结果 .证 毕 .， 
引 理 4.1.2 如 果 0<sg1， 则 有 


(2*) “| (Рав 


= Шира ref (А Се) — ОР. dxdy 


jx = "Чолу 
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Миен“ R") 


其 中 c 是 一 个 只 依 束 于 (n，s) 的 常数 . | 
证 利用 Parseval 等 式 (1.9.15)， 我 们 只 须 证 明 


ewf 161216 (22 dě 
-af мар ахау 


为 此 ， 注 意 到 (x + у) = (дев 对 施行 变换 )， 有 
| |. ju(x) — u(y)  |х—у|7°*7# ахау. 
R.J a= | 


-| | шб + у) uQ)? Id "72 ахду 

Rs J Ra ` . 

= ceo- | [е1<*4> — [2 区 ja) dxd 
Ra J Ra | | 

- 0)-"| яр dě 


х Қ) = А let<xt> — 12 1р" ах, 3 s<1HF I(E) ` 
是 收敛 的 ， 且 对 R* 中 的 旋转 变换 R 是 不 变 的 ， 即 | 


m0) -| м» — 1? раа ` 
- Re у - 


-| |е!+*4> — 1P lx1-"-»dx’ = 1(2) 
| к^ . ” 
ХШ x= К.х, ЁШ NE RF IEI rer. M. 


ro- | еге» — Ца ра" вах = т) 
Ra 
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TRW, ГОС) 是 1 的 2s KEKER, HIE) = calg. 此 即 所 
求 的 结论 .证 毕 . 

引 理 4.1.1 和 4.1.2 ЖИЙ, HFAA HR), 0<s < 1 
可 以 引入 等 价 范 数 


2 шб) = бр. y} ^ 
uu, + |, iw- — —аха. 


而 当 m<s<m+l, т 为 整数 时 ， 记 s= mita, 0<2<1, 
[и iir -| (1+ 1612) 1906) 146 = фиа. ыы, 


即 对 任意 seR, 30 [5] 为 最 大 的 整数 部 分 ， MTER R') 中 
定义 等 价 范 数 ， s=[s]+ z, 0<0<1, 


llulla = [иф в, 十 Cs > Pulias о 
шен (К") (4.1.4) 


м» = | | б) 0 gg, 


к, |x— |+ 


”其 中 是 只 与 a Я. 有 关 的 常数 ,因而 H: (Ra) 也 可 定义 为 检 
验 函数 空间 С° (R) 在 范 数 (4.1.4) THAG. 
现在 ， 让 我 们 引入 线性 算 子 А: 

Au=F-1((1 + ) Fu), YueS’(R"), (4.1.5) 
这 里 f，F ~! 分 别 是 Fourier НИ. 由 定理 1.9.3 
д, FF 是 由 S'(R"*) ASR) Е, MREFA + 162) 2 
也 是 由 S‘(R*) 到 S‘(R" ) 上 的 同 构 ， 由 此 可 知 4: 是 H’(R*) 
J| H. (R) =L?(R*) 上 的 同 构 .由 Parseval 等 式 (1.9.15) Я 


这 里 


(и. >), -| A*u. A! ydx (4.1.6) 
R” 
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特别 ，4: É: L2 (Ra ) 到 H: (R" ) LIS . HEEREN TFA 
定理 4.12 设 s 和 1 都 是 实数 ， 且 sat, 则 有 


SIR: AH: (R')IKAH:'(R*)IKAS(R") (4.1.7) 


并 且 S(R") Е H: (R° ) Ф. | 
Е EFES, н. 5) ЖА н'а). .由 定 
义 4.11, YueH'{(R’*) 


| овен < | À а + ура ` 


此 即 Julin: < dulse» AM H: (R) ЖА H: R" )G > D. 
:其 次 证 明 S(R* VEA Н (К^). AHAT A: ESR) 

到 S(R" ) 的 同 构 ， 同 时 也 是 H: (R ) ZJ H° (R*) = L? (R=) 0 

同 构 ， 故 只 须 证 明 S(R" ) ЖЛ H° (Ra) = тв") и. 
Миєб(В”), 有 


MHT -| (I+ x|?) A txl? lu ах 


Шиве < csup(( + 12) "72и (х) 
| -| (1 + 1512) "dx 
‚ 下面 考 虚 H'(R*) ЖА 5708"). PXE, MEERTEN, 
我 们 只 考虑 上 = 0 的 情况 ， 即 He.(R*)= L2:(R=)IKA 5'(Е” )， 
WVueH°(R") 以 及 geS(R"), 有 | 
|<u, Ф> [= [(и, @)| < huli Прі 


RE (e,t ) 表 示 LIR" ) 的 内 积 . 从 而 
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[<u, >| 
› ПФ aa 

最 后 ， 证 明 S(R" ) 在 He (R°) PBI. 因为 СР Ñ.) 在 
L2(R” ) PREUR C? (R" ) ESR" ) 中 稠密 ， “从 而 SR* ) 
ELR) 中 稠密 . 又 由 算 子 A: МЕХ ASR") 
=Š(R') Ж 4 28" y) = H'(R') И Е. | 

顺便 指出 ， 从 Cg (R* ) ESR) 中 的 稠密 福 以 及 和 (R 
ЖА H: (В"), 4 CP (R" ) 在 H:(R") 中 是 稠密 的 . 

引 理 4.1.3 Миен! (®*), V-heR", тли Жи 的 平 
Ж. Си) (х) = a(x — hy. M| true H: R: ),. тьш... 
= juf ДЖ эон, =н) PH луи — yu. ВЯ, 
А = (0, ° 0, hp 0, +, 0), Мо, ЖН IR") 
中 ， 差 商 


фик.) = Sup < fullo. 


ти — u > aju Н И i . (4.1.8) 


证 WweH’(R*) 和 heR"， 由 Fourier 变换 的 定义 
Haul) = em ta), АМ тьиеН" (RY), [ти], = uls, Й 
Eho, H Lebesgue 控制 收敛 定理 有 ' 

Itiu — ullig -| (1+ PABP — 12960. 

йл . 


类 似 地 ,有 ， 


. : А аз 


| с, заная Н 
-| {14142 ) "г пере! ра 
注意 到 刀 08, ем = — E — 0, ARAN Linef 
h; 


制 收敛 定理 得 出 所 需 结论 . 证 毕 . 
一 HK0 一 


把 由 是 {w,y} 一 < u,v > 定义 的 S(R* ) x ER) 上 的 双 线 
Нити MR xH R) Ей и | аа 
定义 的 连续 双 线 性 形式 ， 仍 记 为 <u, у>. MA 

ER 4.13 УМиеН*(В”), veH-~:(R*) 有 

|< u v> |< fulare РУ -ome (4.1.9) 
从 而 有 在 代数 和 拓扑 的 意义 下 ，H: (R" ) 的 对 偶 和 HH-*(R" ) 是 
相同 的 ， 即 [HE (R*)] >H-*(R*). 

证 Миен: (В"), veH -*(В*), 有 

IPE) = (1+ IEI? 2608) ° (+ 2) 07270) 
а k: 
|< u, >11] #($)7 (6) аа 

Rs 


_ _\1/2 
< [ | (г+ 142 ева) | 
Ra О ， 
1⁄2 
° [ |. (1+1Р) чаев) 
= Шиве Ny sme 
这 里 用 了 Schwarz 不 等 式 . 
FEAH R) SH- R”). HEH R") 
c (H: R" ))”. #уеН -' (Rn), 则 我 人 由 ， - 
Ки) = <и v> ~ Xue H: (R°) 
SSH: (к^) EW. 即 通 过 yeH-'(R* ) 定义 一 个 
对 应 的 1є (Н -*(R* ))'. 反 之 ,我 们 证 ， (HR) Н -:(R"). 
为 此 若 Te (H: (R')) 由 定理 4.1. 1, UR Riesz 表现 定理 知 ， 
存在 唯一 的 feH:(R" )， 使 得 
Қи) = (f, и), \МиеН!' (R* ) 
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以 及 HI = 11... QE [+ ЖАННЫ (R )) 的 对 
REK. | 

МиеН: (R), (41.1) 

Ци) = f, и), -| OHER AE) dE = <и, v> 


Ep ves R), 了 = (1+ 12), ия fen (R° > 所 以 ， 
eH -2(R*), WH. 


Ул. -| КОЛЫ | 
1, (ЕР) + кВ даа 
= Illa. = И 
ТИТ 办 是 一 个 非 仙 整 数 时 Н -R ) 的 结 
构 ， 其 证 明 是 建立 在 L2 (RY) M Fourier 变换 性 质 的 基础 上 的 . 
它 是 定理 3.3.1 AASR, p= 2 时 的 一 个 特殊 情况 == 
定理 4.1.4 设 由 > 0 是 一 个 整数 ， 则 每 个 veH-"GR*) 
可 表示 为 有 限 个 平方 可 积 请 数 的 导数 (导数 的 阶 <m) ZA. W 
и= УХ, feL:(R') | е. 10) 
Wea ^- 
证 YueH ~"m(R")， 则 由 定义 41.1， 知 
саа) аети) 
由 不 等 式 (a + 0)" «27-1007 +b), ї<р<о, 等 价 地 有 — 
О ал | 
тр SL (R°) 
”从 而 有 
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o] 


а) = + ато Fe) + Zer [ 


= + Y Gg)” ДО 


其 中 AO = (EDT) уел. (RO), їй Fourier 变换 的 
性 质 及 定理 1.9.4， 知 

иб) = фе) + Yap G) пев) 
其 中 0 <ј<лп, р(х) = о). 证 毕 . 


5| 4.1.4 (Peetre 不 等 式 ) \У4еВ, &, пеВ“Ж 


[ТТЕ] она + е-и)" (4.1.11) 

证 №, teR* 有 | 

1416—02 <1+ 142 + 21+ КР 
<1+2 +20 <2(1+ 42) (1+2) 
令 1= 《一 5 Ж | 
1+2 < 2(1+ 2) (1+ —nl2) 

车 1< 0， 将 上 面 的 不 等 式 两 边 同 乘 -1 ЯЕ, ЩН (4.1.11). 
车 :> 0， 将 上面 的 不 等 式 《 和 4 对 调 然后 同 乘 r KE, ET 
到 (4.1.11). 证 毕 . 

引 理 4.1.5 设 K(x， y) ER XR 上 的 一 个 连续 函数 ， 
又 设 存在 一 个 常数 > 0， 使 得 


| | 区 (x,y)ldx <c ”关于 y 是 一 致 的 
Re. . 


| [К(х,у)4у<с ”关于 x 是 一 致 的 
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则 ar-f К(х,у) ах (4.1.12) 
Ra 
确定 一 个 从 LL?(R* ) PLR) ЛЕМ. 
证 `f,  єї (К^), НЕХ 
1047 01-1] Af(x)g(x)dxl 
R< 


= || K(x,y)/(y)g(x)dxdy| 
Ra x Ba 


< || КОДУ) IK(x, у)|!/® |е(х)|4х4ду 
Ra xR2 


1⁄2 
"II ПКО) моа | С 
1/2 
| 1ке Ка] вора | 
Ra x R. 


«Лиао. 0) 
| 此 即 4f 是 L*(R*) BILIR") иван, алал ) 
1208") В -ЛЕЗАНЕТ, B 4 的 算 子 范 数 不 超 过 c， 即 
{А али у < с (4.1.13) 
证 毕 ， 
定理 4.1:5 Моеб(В*), uel R”), (0,0) офи 
JS(R") x H: R") šj H: (R" ) 的 连续 的 线性 形式 ， 且 
[фи], w. < cllulls. ns (4.14) 
证 XoeS(R"), ueH:(R"), НЕоцис Е 


фи (=) = (2r) -"ф* 02(6) = (2л) -f HE— n)ê(n)dn 
R” 
首先 证 明 wgueH’ (В*), НА 41.1. uE 


(1+ )*/2фи($) 1.28") 
注意 
(+ 1i?) 2 6u (0) 


= (2r) -f (+142 )*/2$ (< — n)ü(m)dn 
Rs 


1+ 142 


TER | а-та ира аи 


(4.1.15) 


-co 一 | | 


设 А 
ке =| HEE] e-n 
由 Peetre 不 等 式 ， 有 f 
(ё, n)|< 20172 (1 + |ë — n|2 )#t72|@ (ë — п) 
= 2/2 (1 16 012) 72 ++ $ (€ т) 
Чар) -^ | 
= с(1+|@— 2)" | (4.1.16) 


这 里 c = sup {21/2 (1 + 16 — 2) C/D +G (Ç —п)}. 这 是 因 


为 we") 以 及 Fourier 变换 是 从 S(R" ) ESR”) 的 线性 连续 
映射 ， 从 而 86 eS(R" ). ЖКХ, п) 满足 引 理 4.1.5 的 条 件 ， 所 
+) фи (6) =? (Ra). u 

下 面 证 明 фи 关于 фЕЗ(В* ) МХ ueH: (В* ) 的 连续 性 ， 首 
先 ， 容 易 证 明 (4.1.14): [фи]. < сш] ва, XRH фи Ж 
于 ueH’ R") 是 连续 的 . 另 一 方面 ESR") АИФ, 一 0， 以 
及 


с = sup {1 + 1412) 64/2 +*|ф, (01) 


ДН (4.1.14) Җ5| 4.1.55] 
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Куш, w. = О + IE) фии (6) озан) 
< Cj1c и], r- 
因为 gj 一 0， 于 是 cj о 0, ММ piula в 一 0， 这 证 明了 фи 
关于 geS(R" ) 是 连续 的 .证 毕 . | 
定理 4.1.6 BRETX о, s, s2 满足 51 < s < s.. MH 
于 任意 > 0， 存 在 常数 c,， 使 得 Миен” (R*) 
Mulli a. <и. r с ППА. к» (4.1.17) 
证 НШ хек" 有 
(I+ El) < =(1+ |?) + с, (1+ 42)" 
Же, =а-8-1)/@-9, 
ini р=1+ 16°, 
p: ae +z -G-s)/G2— =p" 
1320"? -# + Е-8-11) 402-2) psi -s 
如 果 令 1= 8 时 -9 ， 则 上 式 可 写 为 
I< (1p)2-:+ (Ар)”—' (4.1.18) 
‚ Жар» 则 由 *<y2， 有 | 
Ор)" >21 
nap < 1, 则 由 sy <s # | 
(Доу l 
Ж (4.1.18) 式 成 立 ,注意 到 范 数 上 |。 xa， 的 定义 (41.2), 即 得 本 
命题 .证 毕 ， 


定理 4.1.17 (Соболев ЛЕНИ ЗРАВЯЬ H 
有 sER 满足 : >ли2+Е, МН’ (В") IK A СЬ(К"). 

证 ВАЖДЖЕ О uH (Ra), Я 

a) = 6) = ($) i 

КЕ) = (1 1612972806) gE) = (11612) 222 
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当 s > n/2 时, .容易 证 明 g(6)eL?(R")， 而 由 H:(R*) 的 
定义 知 NEEL? (В" ). 从 而 由 Schwartz 不 等 式 得 ; | 


其 中 ce? -| (1 +|#Ë ) dë. H Fourier 变换 的 性 质 易 知 ， 如 


Ж веі R”), 20) Ж Сев ай. а) ж x 的 连续 
ЮЖ, МН Fourior ЖЕНЕВА ЗАН) = u(— x), 从 而 u 
ueCs(R*), 且 


sup U с! < f. Pi Olat < < с. ых 


шов <. дєн. в”), ТҮГҮ до 
əsueH:-kB „Ңуз—щ>з—Е>п/2, 由 已 证 的 第 一 部 分 
12°иеСз, “јој kK， 从 而 命题 得 证 Е. 

定理 4.1.8 (Reillich 一 Кондрашев 8) #8, teR НЯ 
Е: >: HA Q в" 中 列 紧 集合 ， 则 

НЬ(В")ЖАНЬ(Е") 
这 里 空间 Hh(R*)= (ueH:(R"): supp исо}... 

证 Bir) Hh R) 中 的 有 界 序列 ,， 不 妨 设 Пика, в 
<1. 现在 证 明 可 以 从 {ax } 中 选 出 一 个 在 H: (Ra) 中 收敛 的 子 序 
Я]. ФС? (RA), CER 的 邻 域 中 等 于 1.YueHR(R")， 

и = фи, ¿= 0л) -10 * и, 2*й = (22) “na *@ * 4 
由 引 再 4.1.4 (Ростел: ахун. 

| а AOS (7+ z. TOE 

其 中 
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AE) = Ол) Зач) 
g. (ë) = (От) -22173 (1 + |82) м/ф (2)! 
以 及 存在 一 个 常数 c ,使 得 YueH5(R* ) 以 及 Yte R ) 有 
(1+2) * HACE < с. llul; в 
从 而 对 上 面 给 出 的 序列 {us }, Ж 
(1 +1412 )272]*0, (#1 «с. 
Xİ R” -Е-ЯЖжжа 和 YeR" 成 立 .这 表明 (280, Ya 在 R" 中 
的 任 一 列 紧 集 Q 上 是 一 致 有 界 的 V lal < 1，cez4 ， 由 Ascoli 
一 Arzela 定理 知 ， 可 以 从 序列 {#4 } 中 选 出 一 个 子 序列 ， 仍 记 
为 i ， 使 得 下 述 结论 4 成 立 : 
(G, } 在 有 "的 任 一 列 紧 集 Q Е. 
由 结论 4 出 发 ， 下 面 推导 子 序列 {us } ЕН") +8. 
设 R>0, 2 hur — ulu = b + I, 其 中 


1 -| а НР" Ра. 
<А 


T: -| (1 гаю, 69 — g (Ol ` 
把 17: 记 为 | ш i | _ 
nef OTETO С 
вахо 有“ 7 | о 
1: < (+R) “| ИИК 
KUFRY ui А SALER?) 7 
则 如 果 R 充分 大 时 ，12 可 以 任意 小 . 另 一 -方面 对 于 这 样 固定 


的 R， 由 结论 4 知 ， 如 大 和 7 充分 大 时 ，11 可 以 任意 小 从 而 
子 序列 {ut} EHR) Ж. WEHE. 
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ЗЕ 4.19 з> 1, s 168, Qc R* 是 有 界 开 集 ， 
- НЫ) Я С? (Q) 在 空间 H: R) 中 的 闭 包 ， 则 
Н: (2) ЖАН! R") 
证 明 与 与 定理 4.1.8 的 类 似 ， 
-下面 给 出 H: (R) 中 函数 的 逼近 性 质 ， 它 在 一 些 定理 的 构 
造 性 证 明 中 很 有 用 . 


定理 .4.1.10 8 а(х)єСР(0) ума. a(x)dx =1. X x 
ЕС? (0) 满足 在 原点 的 邻 域 中 x= 1. ЕВЕ, Ж 


r(x) = k'a(kx) -> .{4.1,19) 
х a 
uw) 7 а 
则 seR， VueH’ (Е" ) 有 
.. lim lox иб. =. 0 - 8120) 
impau -up ве = ал22) 


.证 аллә), 有 оков, Дон) 
20/7 KÂ. W 


lor + и = uhin -| (1+ 162) 1а) (СИЕ) — 12% ` 


Хы ` + + o W; бию IGV URIE) -1 
<|&( / ®)1+1&2, КИ Lebesgue евала, (4.1.21) 成 
立 .由 定 4115, 有 2 

{хә ий, Ra < сьш. Ra 


Ке о сам О 
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auaf ERZ ki? м2 (24 <er 
这 里 c; 是 与 x 无 关 的 常数 . АМОНА, eH (Ra) 
O Axula к < Съ, r (4.1.23) 
对 于 任 给 的 e> 0， 因 为 C2 R ) 在 H: m. ) +, 所 以 
存在 peC2 R”) lu- pla а, < z. 又 对 充分 大 的 上 uo 
= 9， 从 而 由 截断 函数 xx 的 定义 ， 易 知 
CC 
从 而 (4.1.22) 得 证 ,证 毕 ， лш ууз 


| -定理 4.1.11; Dirac WE ден ана )， 其 中 s> 0 是 一 
个 实数 ， RENTET АЕК. 没有 一 个 支 集 是 有 限 个 点 集 的 

广义 函数 属于 孔 -"/:(R* ). 
证 因为 5 的 Fourier 变换 是 1， “而 (1 + |: JaeLz(R。 Y 


HHRH s< —л / 2, НАЕ y Ж ФБ. 
设 weH’(R*) 有 一 个 仅 包 含有 限 个 点 集 的 支 集 ， 那 么 存在 


一 个 weCy (R) 使 得 pu ЖЕН, В зирр(фи) 仅仅 包含 
一 个 点 ， 由 于 H: R") 对 于 仿 射 变换 是 不 变 的 ， 故 可 以 假 
设 supp (gu) ÆRA, 但 是 所 有 支 集 在 原点 的 广义 函数 都 是 形 如 
P(D)5 的 ， 这 里 PE) 是 一 个 多 项 式 D = (Dis Das -+, ` 


Da) Ру=-У—1 l P(D)5 的 Fourier йй Р{$), 
iW P É m 次 多 项 式 ， Ж +P ELR") ARN 
当 s=m< -a/R 从 而 证 明了 定理 的 后 半 部 分 ， EE. 

$ 4.2 H (O) без) АЖЕК | 


В осв" Е С" 型 区 域 以 及 seR, .定义 限制 算 子 ? 
为 : миене (R* ),yu = ша. ВЫХ y 的 核 空间 Kery) 是 
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H’(R* ) WATE ЕН] Hk. (R" ) = (еН (К), | 

supp u < RNO} HJH H: (R) 中 在 Q 上 值 为 0 的 函 
数 全体 构 成 的 子 空间 . 从 而 我 们 有 一 个 H* R” )/ His a (В) 
到 ? 的 值 域 R (y) ВНЖ. 这 里 H: (R*)/ His\n (R” ) 是 商 空 
间 . 从 而 有 

定义 4.2.1 设 Qc R* 是 С" 型 区 域 以 及 seR， HI H: (0) 
~ 和 reD'(Q): FETH R”) 8 уй = ш}, ЖЕЙ 


фи. a = НИ, a o (4.2.1) 
这 里 下 确 界 是 在 H: (Ra ) PRERE уй = u 的 函数 类 z 中 取 的 . 
范 数 (4.2.1) 丛 是 商 范 数 . 


我 们 先 考虑 H: (О) 是 否 为 Banach zN. 为 此 讨论 子 空 5 [Н] 
Ньха(В* ) = (еН: (К): supp и; с RNG) 
= Шен’ R"): yu = ија = 0) 
引 理 4.2. 1 Hi. ха (R* ) 是 Banach 空 间 
证 80и.) È Hesa R) 中 任 一 基本 序列 ， ВН“) 
的 完备 性 ， 有 пеН: (R* ) 满足 f 


lim lua —и|,„ ga = 0 


X llu, — ulls, aS lus — ul, к. Ии, =, ри. 
ueHi\n (R*). 证 毕 . ， .. _ 

УН: (В" ) 是 Banach 空 间 ， анеки 

定理 42.1 Н:(О) Æ Banach 空间 . | 

容易 从 H: (В*) 的 性 质 (对 侦 空间 结构 及 嵌入 性 质 等 ) 得 
H H: (Q) 相应 的 性 质 . И о - | 

#422 зєн, M Cpa) ЖАН: (0) THC? (Q) 
ЕН: (О) 中 是 稠密 的 ,又 如 s, гей B s> URO ЖЖ, 
ДИН: (0) KEA H: (Q). 

Е РСЯ) ЖА H: (Q), 可 以 考虑 算 子 7y。 i. р, 
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这 里 | 

р: С? (О)— Сг R" ) 是 一 个 线性 连续 延 拓 算 子 ; 

i: Ce (R*)— H: (R* ) 是 一 个 内 射 ;- 

y: H'(R*)— H: (09) 是 一 个 限制 算 子 . 

由 定理 4.1.2 4 С? (О) ЕН! (К) 中 稠密 ， 因 此 i 是 连续 的 .由 
定义 4.2.1 知 限制 算 子 YeL(H'(R*)，H'(0)), Жу. i. p Æ 
从 CF (0) > H: (Q) 的 线性 连续 映照 ， 从 而 有 CF (0) ЖА 

H’ (о). 

HFH (Q)REAH (©), #385. J. др. ЖШ 

p H: (0) + H: ВЕНЕ; 

xe C? (R* ) 是 截断 函数 ， 即 在 9 的 邻 域 上 ， x=1; 

j: Ні") Нл, K= зір 2 x; 

y: Н'(К* ) =H (MERHAT. | | . 
因为 > !， 故 由 定理 4.1.8 ЯВ ЕЖА, 因此 算 
Fy. j. хр, ЖШ H (0) AH (Q) ИАКЛЯТ. — 

最 后 ， мєн: (О), НЕ = pueH"(R" ), 由 定理 4.1.2 知 
存在 序列 {9% Y = Се (Q) 使 得 lpr — ül re 一 0， 当 大 一 oo Bi. 
由 此 有 1у(рь – |на = Гуф ul, a 0, 3 k— оо Bt. 8 
此 Cs (Q) ЖИ: (Q) 中 稠密 .证 毕 . | 

838 4.2.2 Умен’ (Re), veH TAa R"), 则 
<и, у> = 0. 

证 BBB kaha tyi, 我 们 可 以 化 归 为 0 = ,RS 的 
情况 讨论 ，u 具有 列 紧 支 集 . 设 我 们 有 一 正则 化 函数 序列 o, (М, 
定理 4.1.10) WE supp о с {xs<0 }. BA lo, * u 
—ul, a. —0, М Е - со В. <и, v> =Ит < ФЕИ, v 
> =0, [Н v Ж ok * u 的 支 集 的 邻 域 中 为 0. 证 毕 . 

RAMH (R') 的 嵌 人 结果 推广 到 H: (Q) 的 情况 . 
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` 214.23 МеВ, 


(0) Ж; 21/2, W H:(Q)IKAC$(Q) (4.2.2) 
(2) #21/2+/ M| H:(Q)IK A Ck(0) (4.2.3) 
(3) 若 s <п/2, М H:(0)IK AL” (Q) С 1 (4.244) 
ХШ1/р=1/2—з/п 

下 面 考察 H; (0), 


定义 4.2.2 Н: (0Q) 是 C? (Q) 在 空间 H"(Q) 范 数 下 的 闭 包 . 

由 此 容易 得 出 | | 

定理 4.2.4 
. (D E) =u). Е 

(2) 如 果 Q 有 界 ，aQ .充分 光滑 ， 则 Сг (а) EH (Q) ФЙ 
密 ( 即 H;(Q) = H: (Q)) 的 充分 必要 条 件 是 s< 1/2. 

(3) 当 s>1/2 时 ，H;(Q) 是 H'(0) 的 真子 空间 . 

对 于 任意 实数 *， 除 了 从 商 范 数 来 定义 H' (Q) 外 ， 我 们 还 
可 以 利用 等 价 范 数 (4.1.4) 来 定义 . 

Я s=m+o=[s]+o， 其 中 0<oa<1， 引 人 记号 


= реи(х) —ә“и(у)|” 
N m (u) | : JaJa іх — — y|" t” u dxdy .. | 
| 1<р <° | (4.2.5) 
Nn (и) = тах ess sup Ë “u (x) 220 > _ p= со (4.2.6) 
， jem х. рей, zer . 1—2] А я 


我 们 给 出 
定义 4.2.3 WseR", s=m +0, 0<2<1, Tsps 十 四 
W? (Q) = (u: ueD”(0), ием" (2), Мн (и) < +o}, 
其 中 装备 范 数 
Ши „а= [шью + М, (и) мием? (0), а. 2.7) 
同样 ， 可 以 定义 
из? (0) =C? (О) 在 空间 ВЖЕ > 0. 
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W (0) = (W (0))/, ЖР1/р+1/р/'= 1 
. 和 第 三 章 一 样 ，W 吕 (0) 和 H*(Q) 有 如 下 关系 
定理 4.2.5 | 
(1) W (Q), seR, 1<р< + о, ЖВапасһ2 [8]. 
(2) 如 果 QcR* 是 荆 型 区 域 ， 则 在 代数 和 拓扑 意义 下 ， 
#\:2 (Q) = H: (Q). 
此 外 ， 单 参数 Соболев KH’ (Q), 。eR 还 具有 下 列 插 人 性 
质 
E 4.2.6 8 0е[0,1], s G= 1，2) 是 两 对 实数 ， 
0<4ss Li 和 Ly ЯХЯ РЖ (Н (а); H: (Q)) 
和 L Ht- —0)si +й1 (Q). на- + (Сууу. 如 果 A F IT 
eL (La; 则 TTeLo 而 且 存 在 常数 c， 使 得 
НЕРУ <сиц*. уп... 


$43 Bochner 积分 


我 们 将 会 看 到 。 混 合 问题 具有 Cauchy 问题 和 边 值 问题 的 双 
重 特征 ， 正 像 Canchy 问题 一 样 ， 我 们 要 研究 п+1 个 变量 的 次 
数 ， 即 n 个 空间 变量 ， 一 个 时 间 变 量 .从 而 我 们 必须 考察 圆柱 体 
ох (0，T) 上 的 函数 和 广义 函数 ， 其 中 Q ER 中 的 一 个 开 集 ， 

T 是 一 个 正 数 ,为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 x， 的 函数 视 为 自 变 量 为 

t 在 x 的 函数 空间 中 取 值 的 函数 . 

ix 是 Banach 空间 ， IER， 定 义 在 I 上 的 抽象 函数 (0 
一 个 映照 ， „ЕТ 上 的 每 一 个 t 映 为 X 中 某 一 元 索 ,， Ж I 是 z(t) 
的 定义 域 ，X 为 值 域 . 

由 于 XX ВНИИ? 2 z(t) 有 连续 、 可 微 的 定义 . p 
n, z() 在 to 处 一 次 可 微 ， 是 指 差 商 
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lim Aaz (to) = lim.: - 1 {z(to +h)—a(to)} ÆX 的 拓扑 к 


Жай. шй с()еС”(). 3020) 在 上 mm 次 连续 可 微 ， 

BX 是 X 的 对 偶 空间 ， 在 X 的 弱 拓 扑 下 ， 导致 弱 连 续 、 
斑 连 续 可 微 的 概念 ИГ, РО СЕЧЫ ，zf > Ж 
ЖӨН, ЯН 2(1) ЖӨЕ. | 

为 了 定义 抽象 函数 的 积分 ， пеш. лс 
< i < n) J 1 т, Ji I, = 07 G jh 每 一 个 
的 Lebesgue 测度 u (1, ) 是 有 限 的 .用 0) 表示 I, ЕНЕР 
数 ， мех, ( <i<n). 别称 抽象 函数 ^^ 


O IY= EnO O D 

定义 4.3.1 ИМЯ г) 在 1 йг, ЗЛЕ % 
函数 序列 {z,(D)}， 在 1 有 О, 

lim fz, ры =0 ae. | | (43.2) 


定义 4.3.2 ”如 果 I 上 的 简单 函数 20) il Ж 3.1) 确定 ， 
则 z(e) 的 Bochner 积分 定义 为 “ | 


| ги = уммий) о (4.3.3) 
AUI) FAR | 
引 理 4.3.1 №26) 是 定义 在 IT 上 的 简单 函数 ， 出 
[| оаа < | Вы 2 0434) 
І E . А 


348 4.3.2 yG). 2) ВА, a 和 8 是 实 
К. Мау) + Bz(1) 也 是 简单 函数 ， 且 
Л 


| (ау() + Bz(t))dt = «| | z(t)dt . (4.3.5) 
1 1 1 


定义 4.3.3 ， 称 抽象 函数 z(1) 在 1 上 Bochner 可 积 ， 如 果 存 
在 简单 函数 序列 {z。 (1)}， 满 足 (4.3.2) В 


ва | 12, (1) — 22) 1х4 = 0 (4.3.6) 
| © modi баб. о 
如 果 z(1) 在 I 上 Bochner 可 积 ， 则 其 Bochner 积分 定义 为 
| z(t)dt = tim | za (Ddt (437 
7 < эт 


为 了 说 明定 义 4.3.3 的 合理 性 ， 必 须 验 证 (4.3.7) 的 右 端 极限 
存在 ， 且 不 依赖 于 {z。 (1)} 的 选择 , 由 不 等 式 (4.3.4) 得 


ПЕ да | zats | lzm (#) — zn (1) 0 хаг 
© Jdi 91 z: 
<| lea) аг + È jz (t) 200) 1а 
_ , | 
因此 ， |] шй 是 X 中 的 基本 序列 ,由 区 的 完备 性 知 它 的 


极限 存在 .另外 ， 如 果 {y,(1)} 和 {z,(4)} 是 满足 (4.3.2) 
和 (4.3.6) 的 两 个 简单 函数 序列 ， 则 | 


j yaar | Za Ж ҮР, <| |у! (0) – 2, Gl] zr dt 
1 I I А 
<| фу» (z) 一 (рый -Í |z. (z) — 26) zdi. - 
Ji А 
‘$p, {f „оа а оа) жу 1, нА РН 
I I 
Zez (t) 的 Bochner 积分 不 依赖 于 {z (4) } 的 选择 . | 
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定理 4.3.1 ” 强 可 测 函数 z(1) {ЕТ Е Bochner 可 积 的 充 要 
ЖИ ие. 
Е ДЕН: ЖЕ. (0) ERE 432) 和 (43.0. 的 简单 函 
数 序列 ， 由 不 等 式 
izt) Nx < iza (t) 20) + {2„@)1х 
和 (4.3.6) 推 出 {г(){ хе! (1) (4.3.8) 
.充分 性 :由 于 2@) 是 强 可 测 的 ， 故 存在 简单 函数 序 
列 {z, (1)}， 满 足 (4.3.2)， 从 而 在 工 中 除去 零 测 集 I 外 , Ж 
lim dza (915 = 120901 | RONJ _ Т 
作 简单 函数 序列 (ys(D)}nF | Сз 
zat) М 12.0 <“ 
= щ рохо 时 
BRR lim рун) — (Ох = 0 venim o 
lya (0) —z Dx < 342) x> 由 Lebesgue 控 制定 理 有 


Е 


tim | by -sO | limly (24-0 


因此 ， 简 单 函 数 序列 {yw(1)} 满足 (43.2) 和 (4.3.6)， 从 而 z (t) 
E Bochner 可 积 ,证 毕 ， 
定理 4.3.2 如果 2(1) 在 TI 十 Bothyier 可 积 ， 则 … 


|| (дайа <fi 01а О (43.9) 
Ш ”如果 z(t) 是 简单 函数 那么 (4. 3. 9) 就 是 (4.3.4), T 


则 ， 存 在 简单 函数 序列 {z。( 门 } 满足 (4.3.2y #t (4.3.6). 82.0) 
是 简单 函数 序列 {zn 0)} 中 年 一 元 素 ， 则 有 


| sayata (z (t> ада (ах 
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< 1] (z(t) — za (t))dtl x + | Iz. (0) 1х4: 
I i L. 
< || (200) — za (г) х ‚| lz,G)—z(O1zd: 
А | 


‚|. 12) 1х4 


34 л-» co 时 ， 由 zf(r) 的 Bochner 可 积 得 上 式 右边 第 一 项 趋 近 于 
F. (4.3.6) 得 有 边 第 二 зата, йун п. BH, 
4 (4.4.9). WEE . 

定义 4.3.4 тра, 20) 是 一 тшй, I 是 其 
定义 域 ， 值 域 在 和 X 中 ， 且 满足 


| iz (2) хаг < + оо 
I . 
一 切 这 样本 数 的 全 体 组 成 空间 ЕР; х). Ж 


| бр ` 、 . 
2 (1) а. ху = 8 кома | _ (4.3.10) 
щр= со, 8243468038 
С шй = css suplz() x < +% (4.311) 


REL (I Х) 15 p< oo) 是 线性 赋 范 空间 ,， 
_ дса; X) 表示 连续 函数 z: I-X, 其 范 数 为 
{тЇ са: x) = оО (4.3.12) 
与 前 面 类 似 ,, 设 1= (a, 5)， 如 果 对 任意 满足 a <c <d < 
的 区 间 (с, d) z(t)eL'((c, d); X), ДК 20) 为 局 部 可 积 . 


这 样 函 数 的 全 体 组 感 的 集合 为 工 ],((c，d); X). 空间 
L? (1; 02(8"-1)) HE pG RJ F L), @; LIR! )). 


-现在 我 们 给 出 这 类 函数 广义 导数 的 概念 . . 
引 理 4.3.3 设 X 是 Banach 空间 ， КНИЗУ’, И: 
eL (а, b; X), geL'(a, b; X), ШЕНИН 


Сау 对 任意 一 个 texX，z 满 中 一 
| | zti) 一 + Гоа, ае. iela, b) _ @.343) 
0) Меера 6) 有 во о 
[овоа | ЖОО (4.3.14) 
(3) уте, TED (la, уж ийй | 
<, п> r= <, n> х (4.3.15) 


如 果 上 述 (0) 一 (3) 成 立 ， 则 $ Clia, b]; X) 中 的 一 个 函数 几 


PAS. 
iE 为 方便 起 见 ， 设 |o， 如 = 的 ”由 古典 的 分 部 积分 (7 可 


RONGA TARRE ONUR RORY. 
МЫС, BoeD(0, Т 则 由 定义 有 © 


F <z(t), n> g'(t)dt= 一 Е < (1), 1> pd (4.3.16) 

或 Е 

<| | 8(1)ф0)4, n> =0 YneX’ 
9 ` 0 у ` 


从 而 (2) 式 成 立 . 
以 下 证 明 (2) 到 (1). 我 们 可 以 将 一 般 情 况 转化 为 8=0 的 情 
况 .为 此 ， 设 y=z 一 zo， 这 里 


0-0 7 (43.17) 
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ВЖ, 20(1) Я ЛЕН, ШН zo = g， 从 而 用 29+ v К z 
Е, (4.3.14) RLAR 
| | | 
| v(t)@'(z#)dt = 0 YoeD((0, T)) (4.3.18) 
0 


如 果 可 以 由 (4.3.18) 证 得 "是 X 中 的 常数 元 素 ， 则 完成 
Та) 的 证 明 ,与 $31 中 的 例子 所 用 方法 类 似 ， 设 oe, 是 
0((0, Т)) 中 某 个 元 素 ， 使 得 


r 
у | Фо (1) 41 =1 
0 
则 D((0，7)) 中 任 一 元 素 % 都 可 写 为 
了 . 
e = Ао + W, 1 | Ф(1)41, 4=0((0; Т)) (4.3.19) 


事实 上 ， 因 为 ‚| (olt) — Дфо (1) ) 41 = 0, ф— Аро 在 原点 为 零 


的 原 函 数 属于 D ((0，7)) ， 而 小 恰好 是 这 个 大 本数 根 
据 (4.3.18) 以 及 (4.3.19) 有 


Г ©) -90@)41=0 YoeD((0, T)) (4.3.20) 


了 
这 里 ё -| v(s) фо (s)as, 
0 


为 了 完成 (1) 的 证 明 ， 还 需 证 明 由 (4.3.20) 可 得 vl) = €. 
а.с, ВЯ 


коеда =o | oeD((0, T)) 


成 立 的 weL' (X) 几乎 处 处 为 等 . 以 下 用 正则 化 方法 来 证 明 这 个 
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N _ w(t) re{0, Т] 
Ë #-{ Е ` ¥relo, T] 

Х {о, } 是 一 正则 化 序列 , 则 对 足够 小 的 e> 0,Yp eD((0,7)), 
о, * peD((0, Т)), ИХ | 


T А i. ©. э, 
| w(t) (wu* в) = | KOCADON. 
0 _ 

- еда 


因此 ， 对 任意 固定 的 4> 0. о, +9 EKN T-a] 上 等 于 
零 ， 当 五 0 时 ， ЖЕ! (— о, со, X) Но, + w Щи, 从 
ME T-n) Е. w 是 零 .又 n>0 是 任意 地 小 ， 所 以 在 整个 
区 间 [0，T] 上 w 为 零 .证 毕 . 

引 理 4.3.3 隐 含 了 下 述 定 义 . 

定义 4.3.5 引 理 4.3. *P к 称 为 z 的 弱 或 广义 导数 ， 并 
记 为 e= = 8, 

显然 ， 这 个 定义 可 以 延 拓 到 更 高 阶 导 数 . 

用 B(R，H”(R*- 10) 表示 由 消 足 下 列 条 件 的 抽象 
数 z(t) 组 成 的 集合 : | 

(1) 20) ЕВ 上 连续 ， 即 对 任意 t 和 实数 请 有 


tim [2 (t + h) — Zn ина 0 — 


(2) НЕ ЖЖ с, #8 
lz (tw Ra < c YieR 


(3) lim|z (4) Im. Rs- 一 0 
定理 4.3.3 设 z(t)eL!'(R，H"(R*~!))， 则 抽象 函数 


—181— 


—— 


2(5) = oe | (4.3.21) 


BF BR нев 1)). 


Е ”对 于 固定 的 《， z(De ег! (В, н+(кє-!)), 因 
Я (4.3.21) 有 端 Bochner 积 分 存在 . 根据 8B(R，H”" (R*-!)) 的 


НО ›- | отче 一 ed 
| ы n, 
并 利 朋 定 理 4.3.2， 得 | Б О 
IEC HA) 一 КО. | №202). дем — 1а | 


<2 сон. Re-L * sint” dt ЕН 
R ` S И 7 2 ., . 


< J| 2 200) 1, g-i dt 
> м. 
dt 


зай 
2 


+ J ти . 
г heu | 
由 此 得 Шо |206 + А) — 2$), дна = 0. 
其 次 ， 验 证 有 界 性 .由 (4,3.21) 易 得 
1208) 1, вет <| 12 (t)i m; gaa dt < c = 


НО 在 无 穷 远 处 的 收敛 性 . 因为 (0) Rü 可 测 
的 ， Я, 使 得 


lim [2„ (1) — z (g) s. re- =0 а.е, WER. 


一 
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o pooo 1 ЕЗ -o 
aW , ма 
b 
有 2@O-| 20)е чш = | se 7 Чи (е 68 — e- 9) /іё, 
R а | 


从 而 iE a. g-i = 0. AARRE z, () 的 定义 以 及 有 
Т am, мае Ola. Ra- -1 =0. MARE 


角 不 等 式 ， 可 以 推出 lim УН ка-1 = 0. тё. 


由 这 个 定理 可 知 Foùtier 变换 FeL(L RH” R" ))), 
B(R, Н" (®»-!)). ` | 
推论 4.3.1 ”如果 z(t)eL'(R，H" (R"-1))， 则 抽象 函数 
2(— Ф) -| 2(ечйев(В, Н" (В"-!)). 
R 


为 了 讨论 的 方便 ,下 面 把 空间 К" 中 的 点 记 为 形式 (x，1)， 
这 里 xeRs-1, гєВ. Ж и(х, ie Li(Rs), МЕ, 表示 关于 x 
的 Fourier 2%, F, 表示 关于 t H) Fourier 变换 ，F 表示 关于 x 
和 1 的 Fourier 变换 ， 即 


| винте, 0 | “их, ре dx , 
| Ra-1 ° 
F, = ü (x, n) -| u(x, t)e -indt 
R 


Fu = (ë, n) -| и (х, 1)е- <= ¿> + dxdt 
Ra | 
2434 а(х, DeL R), ШЕ, Fiu, Ри 


НЕ, Н.Ени = Рии = Fu. 
Ж H Рабы ШИ, ЛХ, и(х, i)e 
Г? (К"-!), НИ Ри FE, H 
|. |2, оран on- 中， lu (x, пах 
由 此 得 到 = | 
j J. ше. она во [. ЯЯ раа | 


再 次 利用 Fubini 定理 ， 几乎 对 一 切 4， peut Оет @), 因 
Ш Fau FE, Н, о, 

| | |E иф. Dearne [1 (Faulk D 2а: 
| [Риш ($, п) dnd ` 


799") | | аб, arag a 
. Rs-1 R .. . .. 5. 
= Ол) =" ‚= Das: Ж 


现在 证 明 Fwuw= Ри. Fuul n) 关于 变量 nÑ 

FSR), F,u PER EFS R- 1), ECR) 中 任 取 
一 个 函数 фо(х, t), 有 

< Еми, фо(х, #) > = < Fu, Е,фо(х, 1) > 

= <и, Рыфо($, п) > = <и, Коф. ">. 

= < Fu, фо(х, {)> | 
H С? (R") ESR) PARTA, HTF ge (x ESR) 
时 ， 上 式 也 成 立 ， 即 Fuu = Fu. 其 它 结论 证 明 类 似 .证 毕 . 


Li 


定理 4.3.5 设 0 <j<m, и(х, 1)ен" (В"), W 
F. (4и($, 1)) = ә1Р.и(ф, t) 
证 ЕС) РН ЛЖ (x, 1), Ж 
< F. lu), фо(х, 1)> = <əlu, Е;фо(ё. 1) > 
= (— 1), <и, а Рф, 1) > Б 
= (1) <u, Ё„ә{ф(ф. г) > 
= (— 1)! < Еи, гіфобх, ғ) > 
= <ә{Е,и, pol% і) > 
证 毕 ， 
定理 4.3.6 PETTI ис, J 的 定义 起 (关于 NY R. 
_ 值 域 为 HR"-!)(s > 0). WRITE, ев, Й’ (R+-1)), 
则 w(x, OeB(R, HR). ` 
Е 由 空间 个 * (R"- A R- ) 中 元 素 的 范 数 定义 知 
u(x; Е+Й) — и(х, г) mm- 
= Ри (2, t+ h) — Рхи(, I g-i) 
ибх, 1)lm a-i) = (ĀE Diam- 


证 毕 ， 
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$44 #1 Н") 


га (u) € R°: t>0), В, = (168: t>0} | 
引 理 4.4.1 LXARY= D(R,, LAR). 
证 u€ L (RS), 由 Fubini 定理 知道 


Г. ju(x,t)l dxdt = |. af., бх, ах (4.4.1) 


Я (хл) € CIR, 把 golx,t) 看 做 定义 域 在 -R, 值 域 在 LR) 
中 的 抽象 函数 时 , 易 知 是 强 可 测 的 .又 因 CR 在 ТР, 
从 而 利用 (4.4.1) 可 得 ,把 u ЧЕД ХА) RRE LRH 
抽象 函数 时 是 强 可 测 的 , 故 (хи) € LR ЛВ" 1.52 2 „НН (4.4.1) 
知 ,如 果 иЄ алдау u(x, DÆ Ri 上 可 测 以 及 xz(x,DE 
ДЕЎ). 证 毕 . 

引 理 4.4.2 aG тай Мух, DE LR PRM )) 的 充 要 条 
件 是 этих и) E LYR), Ма gm.. 

证 如 果 ид СТАН"), 由 


fa |... в ти(х ‚12 dxdt < 
fa й У |. „2 u(x, dx, lal < m, 


kli<=m 
得 əsu(x,)e L2:(R ,,L2(R Í). 
反之 ,如 果 ət(x,)€ LARINA <m), 则 由 引 理 4.4.1 得 到 
au(x, DE L2(R , ,L2(Ra-1)(le| < m), 因 此 ,n(x,) € HT?(R™),a.e. 
MEER .如 果 xx 六 是 强 可 测 的 , 则 由 
[нба 
= Ffa а{ ‚ әзи(х,)2ах < + œ, 


u(x, EL? R +, H" R"). 
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现在 考察 wx.0 的 强 可 测 性 .把 C RRE) WJ А ВСЕ 
ІВ, ‚НВ 中 的 抽象 函数 , 易 知 是 强 可 测 的 .类 似 于 定理 
3.2.10 的 证 明 , 在 Ce(R",R+) 中 构造 序列 ,按照 L(R,,H"(R° 700 
ARAF ибх), xx.90 是 强 可 测 的 . 证 毕 . 
定理 441 设 де R, HR) au(xD6 
LR, ,H=> XR°”1))(0 < у m), H X Fë ft) А ВСН О А S JE] 
H"(R?) 一 致 
”证 由 引 理 4.4.2 Aalt) ELR HIRIO mR 
要 条 性 是 ful dE LP0R3Ie|< т—/).Лй ux) € LR) < 
m-j0<j<m) 等 价 于 u(x,) € H”(R1). 证 上 毕 . Оз | 
R3 的 边界 t=0 是 Rn 表示 R? * 的 外 法 线 单 位 向 量 . 记 


мит ое 一 2 ЭШ ЖИ / 阶 法 向 导数 . 则 算 予 族 


i 


Ooo "у ОНУ И TRAAT. 

我 们 用 D((a,b);X) 表 示 关 于 16 (a,b) 无 穷 可 微 ,而 值 域 在 内 
的 函数 空间 ,这 些 函 数 对 ! 具有 列 紧 支 集 . 

定理 44.2 从 DRH R) (HR) ERR 


i 
я, (4.42) 


可 以 连续 地 延 拓 为 由 HGR9) 到 нек IRTOSI т- 1) 8 


性 连续 映照 . 
证 注意 到 Yak DR HR), AAJ Lions 883029 v€ 
D(R;H” (R'E u= vl o RERE Hi Lions ЖАР 


u(x,t), t>0 
убх) -| > aku(x,— kt), t <0, 


其 中 系数 a 选取 使 得 
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Ë (-kar=1, (0<j<m-—1) 
=} | А 


从 而 有 
езщ, t) t> 0. 
{© 1:22) = 


| (4.4.3) 
因此 当 - 上 0 ууу = уи (0<j<m-1. 同时 存在 常数 c fE 


lvl эд» Зем в» - 


И 
s) и esS,GR) 从 而 也 可 艇 为 缓 增 广义 函数 的 检验 函数 
注意 由 Fouricr 变换 知 F(1)= (2z)5，(n= 1 时 ) 从 而 
2zafy(x,0)- [see man А (4.4.4) 


ЖЕЛИ ЛИ@Ә кл) е об). у, BERUA, Four, 
cr 变换 的 性 质 和 HA(Re-9) 范 数 的 定义 (4.1.2X 这 里 „и 是 待定 实数 ) 
ЛАТИ 
- CHRD md)de 645) 
首先 注意 
far p(¿,n)dn <Í, In!$(2,n)ldn 


= | ийа +1 + n|2)=72. 
аа +?) -" /2d 
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< (| Ил + аз + т) ате 
s f + + "лз! 
=, * 1; | f (4:4.6) 


这 里 使 用 了 Schwarz PER. | 
为 了 估计 (4.4.6) 中 必 , 对 于 固定 的 上 ,引信 变 量 替换 ре (1+ 
412) 1⁄2 dp = (1 + 1412) - 24, 


B= | O AR + MD "atan = со, pü +) -m+ 


其 中 сть = | (1+ Ipi?) =92ap > 0, у<т—1.. 
然后 ,收工 вде. 4.6), 则 (4.4.5) 变 为 ” 
ИНЕ: ' < (ол (же 网 © +1д2)*+1-=+1/2 
. ачаг + m2D=6G lana 


现在 如 果 и-т+1/ 2<0,J (1 + 1&1?)*+/m+12 < 1. ANN n 
<m 一 j 一 1/2, 有 


нао езе +122 + Wl)” IPE) dedn 


= с? у, « (4.4.7) 
这 里 c = Velm, j) / 2r, 使 得 不 等 式 (4.4. 7) 成 立 的 最 大 的 /为 
н=т-]-1/2 ` (44.9) 


由 于 S(R) 在 H(R,) 中 稠密 ,从 而 可 以 用 y> 构造 一 个 在 
нев ) 中 收敛 的 光滑 函数 的 迹 序列 ,我 们 仍 用 yy 表示 这 个 序列 的 
极限 ,从 而 现在 y 表示 由 af,-。 延 拓 的 ,从 HRE НВ") 
续 映 射 ,由 于 vy€ HYRË u € D(R H RUIDH Lions 延 拓 ,有 
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{йун Й{»—-у-1/2»-1 < си „ве. 


根据 定理 4.4.1, 这 个 等 式 对 于 uE HP(R?) 也 是 成 立 的 . 证 毕 . 
”定理 44.3 БИЖИ уу (4.4.2) 是 从 HGR3) 到 
ны / (ви 满 映 Wi. 
证 ПАЛЕ wE НРУ YR) UFE u € HRS), 
使 得 ини, 00) = Ен), (ейт 7-1/2(89-1). 
定义 | 
ü (z) = 141-19 (81), 


其 中 оока Н aip;(0) = 1. 因 为 w(x) € HH AR) 故 
(1+ 11296-71429 (Be L2(RI-1), CHF 1-210 


VEL (RE), AREH Rs ), 由 定理 4.4.1 知 2, 
еІ?(Е.,Н"- (8 "- 1), ERE EH” (Rs) 同时 
y ü (9) = EPEE pO) = 6 (2) (4.4.9) 


注意 到 aipi= ФА =| а, = ФЛ! 
[„ "өе! дра 
= [2-9 (Ol io Q) 08 1404 
= | рвал] а= Oa 
<c| а-аа ра 
с" ne 
<» -jian 
利用 (4.4.9) 存 在 常数 cu> 0, 使 得 当 -0 时 有 
[а,в < со [ум -1-1иава- (4.4.10) 


定理 4. 4. 4 设 y 是 迹 算 子 ， 即 y= Yo Ym) yk = nk 2 ok 
=0.1,2,---.m—1J 
(1) уж НН а неа (в и) В: 


(2) Кег(у)= H R3). . 

证 由 于 定理 4.4.2,4.4.3， 我 们 只 须 证 明 (2). 设 N(y) 
= Ker(y), 因为 HY(R') 是 CP(R') 在 H"(R$) 中 的 闭 包 . 
$ {у} = CPo(R* Хи = 1,2.-- >, BE НУ» ) 中 limy, =u. 因 


а-о 


Ўра = 0 以 及 ) 是 连续 的 ， 从 而 在 Н”-!- 1⁄4(R"- уруш | 
= limyy ,=0. 此 即 НВ» )= NO). 下面 ,我 们 要 证 明 МО) 


a= 0 


=Н”(®В*,). Ë ue N(y), H Taylor AH. | 
u(x,t) = JE из)" т 人 -2 ay u(x,s)ds (4.4.11) 


其 中 xeR"- 11ЕВ ,. B| А OEC? (R), 48 К) = YAZI < 1; 0 
<) < 1,51< || < 2; Ко =0 И > 2.W-p > 0, Жи, (0) 
= / p)u(x), 可 以 证 衣 ,只 要 ueN(y), 当 p 一 0 时 ,在 HH"m(R') 
中 ， 83 и, 0. 又 因为 对 于 <p it) =1, 所 以 在 边界 上 и-и, 
KAFE. AM №) = Кер) c Hz(R4) ЕФ. 

定理 44.4 表明 , 迹 算 子 ? = (70,7,7.-) А 


нев) н"-- a. 1) 的 满 映照 ,但 不 是 双方 单 值 映 照 , 即 


mm 


如 果 y = (vo, Ym- Je TH- i-1/2 (В"- л) Виен" (R3), 


= 


使 得 yu= v „уњ Є НВ y(u+w)= v. 为 此 我 们 引入 商 空 间 
H”(R?) / HARIA Š 3 * 7 中 定义 的 一 样 , 它 的 元 素 是 由 等 价 函 
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ЖЭШ иЄ HGR?), 其 等 价 类 为 
| 0 = (»ЕН"(В*): и -иеН"(В*)} (4.4.12) 
Ва = in iwing сун = uweH"(R')}, 
BRRR y АНА вА) инч) Петев ту 
ХАВ. 
由 定理 4.4.2 和 (4.4. Илле < сина», 
由 定理 4.4.3 #1(4.4.10), 1718121... < сойуш 1з—-1/ия-1, 
故 有 
cilúl,xs < мые Сс: элә. (4.4.13) 
从 而 , 迹 空间 H” -上 2(R“-1) 的 范 数 也 可 定义 为 
ур у-н = іп [и | mea Pyu = vue Н” (R3 )) (4.4.14) 
ПЕНИ  B.- - i za 是 等 价 的 .由 (4.4.14) 所 定义 的 范 
数 有 = 
yu zn < Ш. (4.4.15) 


于 是 ,我 们 有 
推论 44.1 映照 к> yu 可 以 连续 延 折 为 一 个 从 


H=(R9 /HP(R?) 到 JLH- EAN. 
$45 这 空间 H EN) 


ROR Я С^ 型 区 域 ( 见 定义 3.4.0,G = {О <i" 
< т) В 20 ИЛИ {е,}(1 < j < m) Ж 0 , 到 吧 的 局 部 坐标 变 
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ж. ос (јс ио РУ {О} Оет) 


#45) В y (х)еС (0 )0 << т), У, уух) = ух) 


> 0,xe O r$. 


Ж р(х) 
нан ЬЬ. 


Q = {у= (уу) € R°; 
|у1<1, —1<у„<1} 
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Tü ue H"(Q), 有 2 = 5 руци? = Y wr AEN 


je 


EANO, ЕВ v), MEERMAN x- or) A 


函数 记 为 wj(Y), BI 
wiO)= 00010). yeg (4.5.1) 
同样 的 ,如 -定义 在 О 上 ,经 过 局 部 坐标 变换 y= o (x) у 


wr (Xx) = v(@ /(x)) (4.5.2) 


则 有 z = yyo (Мои) + УУ Ө и) 


1=1 


„эл Ми) + УЛ w7 lw (V WON (4.5.3) 


因为 suppy © O, ЯРИ suppw (Уи) = .从 而 可 以 通过 
在 Q 外 而 定义 为 零 和 的 方法 (PREM ), 把 w (Vy; и) 定义 在 整 
Тв, Е, и (Vý; eH = (R, „Н suppwi(Vyy и) < Qa 
= {y:yEQ, ya > 0}. WRR 
}й = (Vo u, мат uwa Мн u). 


是 从 нн HR") x Пн "(к^ ) ДИ. 


del 


对 于 任意 实数 .s 定 义 下 述 空间 
нард) = (и: wi (Jr 0070) 


| ЕН (В '); j= 1ге} (4.544) 
其 范 数 定义 为 
ta = [ S; D Oar |” (4.5.5) 


可 以 证 明 , 由 (4.5.4) 和 (4.5.5) 所 定义 的 He9) 虽 然 依 赖 于 
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Opp; 和 у 的 选取 ,但 由 它们 所 定义 的 范 数 都 是 等 价 的 .显然 
,H(zQ) 具 有 性 质 
定理 4.5.1 迹 空 间 НО) Hilbert 空间 . 
”定理 4.5.2 Ms 20, COME НО) 
定理 4.5.3 s 20, (E COY = H (aQ). 
利用 Оск 是 С^ 型 区 域 的 定义 ,我 们 可 以 选取 局 部 坐标 变 
# ф;0—0 (1<ј<т), 9 


一 ея 6 -0, 


BASAND u, 可 以 应 用 定理 4.43 和 4.44 有 

定理 4.5.4 设 QcR2" 是 CC 型 区 域 ，- 那 未 从 D(O) 到 
DEA WEAF э = Co…ya-0) 可 以 连续 地 延 拓 为 从 HOA 
JI H=-i-1722(ə00) 上 的 线性 连续 满 映 照 , 即 存 在 常数 c > 0, u 


ы 


еН" (7), БВ y/u eH=-1I-1/2(a0), B 


уи Aiza < СШ, (4.5.6) 


HKEE | He-/-vz(aQ) 到 Ha(O) 内 连续 的 右 道 映 照 


ур, ЕН"-!- (20), ЛУ ДЕ у v€ H"(O), 使 得 
Роя < су гиа. 
还 有 Кег(у) = H” (Q). 
更 一 般 地 ,有 
定理 4.5.5 RAR 是 充分 光滑 , 则 从 DOA (DEQ) 
的 迹 映照 ?= (yw,…,Ya) 能 够 连续 的 延 拓 为 从 HS) 到 ， 
[[H:--iz2 (Q) 上 的 线性 连续 的 满 映照 .这 里 m НИЕ m < s 


і=0 


_ 1⁄2 КЙ. НУ иЕН* (0), Ж y ue H*-!-172(əQ), 使 
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得 


iyul -1-1720 < сўи sa (4.5.7) 


其 次 ,存在 从 条 HH 一/-172(29) 到 gs (O) 内 的 连续 右 逆 映 


Ry- B y eH:-1-172(0Q), 存在 7F'veHs(Q), 使 得 


ра ЗИ 


还 有 Ker(y)= H0). ` 
推论 4.5.1 如 果 Q 充分 光滑 , 则 НО ЛЖ „єн (о) yë 
ЖДУ иЕ H5(Q),yz# = 0 0<) <тт 是 满足 т<з—1/ 2 的 最 
大 整数 . | 
和 半空 间 情 况 一 样 ， ИЛ ЗЕЕ 
Hs- ом ` 
НУ лажа = inf{ fulsa: yu= v, МиеН"(0)} (4.5.8) 


它 等 价 于 (4.5.5). 显 然 有 
lydia < Jula VueHs(n) (4.5.9) 
尤其 是 , 当 m= 1,1=0 时 ,(4.5.8) 和 (4.5.9) 可 以 表示 为 

[улога = inf ий: у= yu) (4.5.10) 
` as H (0) А 
реша Siula YueH'(Q) 511) 

її y ЖЭ РН ВЖХНЕЯоеНИ (9), 有 
Фа < Філа voreH'/ ?0) (4.5.12) 


在 边 值 问题 的 应 用 中 ,常常 需要 计算 9 izn 以 及 
lol оха 等 ,下 面 两 个 引 理 给 出 具体 的 计算 方法 . 
引 理 4.5.1 8 ФСН 20) ЖЖ. | | 
[філа = lulia ， (4.5.13) 
ЖР и 是 下 列 Dirichlet 问题 的 解 = 
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(4.5.14) 


~Autu=0 жо 
„ч = ф # 20 Е 


证 НА XU (4.5.10) 1,11. а slalaa, 另 一 方面 ,由 方程 
(4.5.14) 有 Xy E HMO). 


(и,») нао) = hæ 745; 
所 以 lulta = | аз < Пола -172a 


又 由 迹 定理 4.5.5 有 | | -1720 < iul 10. 因 此 
lulia < ез2. 证 毕 . | 
3138 4.52 — Ü o € LieQ)zk H (ORFA Neumann 


问题 
~Aztz=0 жоң 
. . - (4.5.15) 
22 . i 
55 = 多 在 aQ 上 
的 解 , 那 未 | | 
Rol -i0 = f prords = [|2 Ча | (4.5.16) 


证 因为 z 是 (4.5.15) 的 解 ,YE HIQ), 有 
(zy), = |< ze y + 2у)ах =f oyvds (4.5.17) 


ü 令 y = г, На = | е + ozas, | 


从 而 
ПИ 


ol -vaoa = sup —— 
#sH7/1G0) lll 1/2202 
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| 272794 izita 


2 уела" 


由 迹 定 理 (4.5.10, 有 


ИФ -1и2ра > [2 Но. ` (4.5.18) 
另 一 方面 ,由 (4.5.12) 知 
| „ovas Yasl _ {жу ЧӨ 


Їр - 122 = sup su 
фєН1/1(әй) Wha фені) A 


{уф lia ` | 
< г УИ ПИ ую < 12а. (4.5.19) 
由 (4.5.18) 和 (4.5.19) 即 得 (4.5.16). 证 毕 . 
更 一 般 地 ,我 们 可 以 在 H*?(Q) 空 间 中 考察 迹 映照 . 这 时 同样 可 
以 定义 迹 空 间 H aN) 


7 
you = Ша, Yru = г, ј= 1,2,-*[5.Мие (Я) | 


那么 有 . | 
ЕН 45.6 设 QcR' 是 Ct 型 区 域 ,!<p<oo,s>0 为 两 个 
实数 ,s&k+1,s-1/ p=1to,l0.0<o<1, 那 么 定义 在 ОО) Е 
PERE шуш = (you, yu j= 12… 可 以 唯一 地 延 拓 为 商 空间 

HS? (0) / НР ни’) ЕАМ, Е. 


t=0 


Ker(?) = H> (0) (4.5.19) 
定理 4.5.6 告诉 我 们 ,可 以 定义 等 价 的 迹 空 间 范 数 


Hulls пир дж 
= inf { Јур ра: УУ = имен“ (4.5.20) 
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$46 ЖЕр Ей Соболев 空间 


在 实际 应 用 中 ,常常 会 遇 到 涉及 向 量 场 的 散 度 (div) 或 旋 度 
{cu 中 的 特殊 函数 空间 ,为 此 我 们 引信 一 些 特殊 的 向 量 值 沙 数 
Соболев 空间 ,研究 它们 的 分 解 ,嵌入 和 迹 定 理 ， 

定理 4.6.1 I E,,E;,E, 是 Banach 空间 ,AE€ L(E,E,),B € 
L(E E3), B 还 是 紧 算 子 ,使 得 ue E| 

范 数 luls， 与 [Аи + |Ви| в, 等 价 . (4.6.1) 
则 成 立 下 列 结论 : 

(1) Ker(A) 的 维 数 是 有 限 的 ,映照 A 是 一 个 从 E, / Ker(A) 到 
R(A) 上 的 同 构 ,R(A) 是 E, 的 闭 子 空间 . 

(2) 如 果 玉 是 Banach 空间 ,1€L(B1,E) 在 Ker(A) 上 为 零 , 则 存 


在 一 个 常数 co 使 得 
Muls < сов Аи е ueEk (4.6.2) 
(3) 如 果 G 是 Banach 空间 ,ME L(E1,G) 满 足 | 
МиФ0 VueKer(4)/ {0} (4.6.3) 
ЩЙ ий Б lule + Мис. | (4,6.4) 


证 (1) 这 里 我 们 要 用 到 一 个 熟知 的 结论 ,由 如 果 线性 赋 范 空间 
X 中 的 单位 球 是 紧 的 , 则 X 是 有 限 维 的 ,首先 由 (4.6.D 知 ,上 zll si 
Я || Bu || as 是 Ker(A) 上 的 两 个 等 价 范 数 .现在 设 {u,} 是 Ker(A) 中 
有 界 集合 ,因为 B 是 紧 算 子 ,可 以 选 出 一 个 子 序列 , 仍 记 为 {wo}, 使 得 
Bu, 在 E, ИМ М (и; Е.Е, 中 的 Cauchy 序列 而 且 还 是 
Ker(A) 中 的 收敛 序列 .因此 Ker(A) 中 的 单位 球 是 紧 的 ,所 以 
;Ker(A) 是 有 限 维 的 . | О. 

既然 Ker(A) 是 E, 的 有 限 维 子 空间 ,我 们 可 以 引进 商 空 间 : 
Х= Е, / Ker(A) X} F WWA S 3.7)121x= infula X Ж 


Banach 空间 .此 外 ,因为 及 er(A) 是 有 限 维 的 ,上 面 的 下 确 界 inf 是 
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Cauchy ЎШ Ж йан = uw, 由 我 们 的 假设 就 有 
Au=0, Mu = 0, lule = 1, 
但 是 由 (4.6.3) 知 此 时 应 有 u= 0,0. 证 毕 . | 
现在 设 Оса 是 有 界 开 集 , 并 且 具 有 Lipschitz 连续 边界 .我 
们 开始 处 理 向 量 值 函数 ,用 黑体 小 写字 母 表示 向 量 , 并 按 下 列 方式 
把 以 前 所 给 出 的 范 数 推广 到 向 量 ; v= (у.е), ДЇ 
a 1/р 
ма (а) . 


下 面 的 定理 是 泛 函 分 析 一 般 结 论 的 一 部 分 .是 由 Necas 完成 
的 .由 于 它 的 证 明 长 而 又 比较 困难 ,这 里 仅 给 出 结论 . 
定理 4.6.2 设 Q 是 R' 中 有 界 开 集 ,并 具有 Lipschitz 连续 边 
界 , 则 存在 一 个 常数 c>0, 它 仅 与 9 有 关 , 使 得 [ 
Ipl.a < с{{рРЇ{ -ла + grad pl-in} \рет2() (4.656) 
作为 它 的 直接 推论 ,我 们 有 
推论 4.6.1. (1) 在 定理 4.6.2 的 假设 下 ,梯度 算 子 grad€ 
1150); Новин Н 00)" 的 闭 于 空间 .(2) 如果 Q 还 
是 单 联通 的 , 则 存在 一 个 仅 与 @ 有 关 的 常数 ,使 得 
Iñina sclgtad Р ла YeL(Q)/R (467) 
(3) ЖЕЖ осо 测度 为 正 , 则 存在 一 个 仅 与 全 和 o 有 关 
的 常数 cu>0 使 得 | | 
lplon < coflplloo +igrad phn} peL? (A) (4.68) 
证 主要 思路 是 用 定理 4.6.4, 取 Bi= L’(0),E, = НГО)", 
E, = Н(О),А = grad,B Ж Ж LAOH НО) ЕЛЯ, 
Соболев KAEMA BERATER, 
{р{ -ia+lgrad рі ла < ера %ре12(0), 
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从 而 ,由 (4.6.90) 得 (4.6.1), 第 一 个 结论 成 立 . 

类 似 地 ,因为 a 是 单 连通 域 ,R= Ker(grad) 以 及 (4.6.5) 证 得 
(4.6.7). 

最 后 , 设 G= Lio)M: LOL OREA НЕ o 有 
正 测度 ,Yc В Н c0, Mc 天 0, 以 及 (4.6.4) 得 出 (4.6.8) 式 . ШЕКЕ. 

上 面 的 推论 给 出 一 个 重要 的 正则 性 结论 ， 

推论 4.6.2 设 人 是 单 连通 域 并 满足 定理 4.6.2 的 假设 .如 果 
p€ L? (Q),grad p€ HN Д) pE LAQ). | 

证 记 Х={рЄ1%(О): grad p€ Н (Dj 以 及 


[由 = ИР „+ grad pl — ` 
这 里 оссо 有 正 测度 JL: L, £ x 上 的 范 数 并 且 由 (4. 6. 8) 可 知 f 
ЕТИУ ИТТИ: 
FL (OE Banach 空间 , 故 只 要 证 明 对 于 [。L,L (Q) 在 X HEA 


aT 先 设 O 相对 共 上 的 一 点 ,比如 ?是 严格 星 形 的 у 
为 原点 OQ со \0=[0,1) 以 及 Qc00,Y0>1. 这 里 ,到 0>1 
并 记 Q = 00. oec), 我 们 引入 ns 上 定义 的 变量 替换 o 
фе 如 下 

| реек 0) у хед». . 

通过 <иоф> = 0" <u,eis> ` МУФЕБ(Я о) 
ЕА Яр (R ХЖ ие’ (9) us eD (О). 现在 , 容 
易 验 证 ргай(ив) = (1 / O)(grad u)ə yueD’(N), | ü 

lim {чө — ulon = 0 YYweLT (0) 


0-1 


lim [мо — ull - ih = 0 ueH- чо). 


6-1 


从 而 ,如 果 pEX, 则 pE LO) (м0 > 让 以 及 注意 到 上 而 的 说 明 , 可 | 
以 立刻 得 到 lm[pe — ple = OHE p€ то. — 
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(2) 在 一 般 情况 下 ,我 们 利用 下 述 性 质 : 

工 型 区 域 是 有 限 个 星 形 的 Lipschitz 连续 开 集 的 并 . 

很 清楚 ,只 要 对 每 一 个 这 样 的 集合 利用 上 面 的 讨论 ,就 可 以 得 
到 整个 区 域 上 所 期 望 的 结果 . ЕВ. 

除非 有 特别 的 赔 明 , 在 这 里 讨论 所 用 的 区 域 Q< Re 都 是 工 型 
区 域 . | 

(一 ) 有 关 散 度 算 子 的 某 些 函数 空间 
对 于 向 量 *= (ие Е Хавт 


div v= У (гу; / axı) f (对 笛 卡 尔 华 标 系 而 言 ) 
BIA FIR RE RAE [ау 
= {$eD(Q)": div Ф = 0), 

У = {уєН!(0)": div v = 0). 
H Š 3.6 Соболев 空间 中 等 价 范 数 知 ,在 НО) 中 半 范 1， ца 9 
Ф + Го 是 等 价 的 .因为 V 是 HOO 的 闭 子 空间 , 故 有 分 解 
Н! (0)' =V@ V+, 这 里 V+ 是 V 的 关于 H: (оу la 半 范 的 内 
积 (grad u, grad W 的 直 交 补 . | 

8138 4.6.1 AȘ EHO 满足 | | 

\МуеУ, <f, v> =0, (4.6.9) 


则 存在 PE LOUET f= grad p. 如 果 全 是 单 联通 域 ,在 相差 一 个 
常数 外 ;p 是 唯一 确定 的 . 

证 首先 注意 -gadé 1100); нп) divg 
LELY", LO 对 侦 算 子 .其 次 ， 因为 Rl(grad) 是 HQ)” Я 
子 空间 А 由 Banach М {8 Ж е 理 [19] 有 
R(grad)= (Ker (div)? = V° RE V° 表示 VV WRR: | 

У: = fyeH-IQ) <y, Ф> =0YG@eV (4.6.10) 


这 正 是 本 命题 所 需 结论 ,证 毕 . 
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下 面 的 推论 刻 划 了 V+, 首 先 给 出 一 个 定义 . 
定义 4.6.1 设 (一 从 )-!1eL(H -l!1(Q)s; HOE R” 中 
~ 会 的 Dirichlet 齐 次 问题 的 Green 算 子 , 即 u= (AJ ч ААУ 
u 是 下 述 方程 的 解 : f 
—Au=f EQ}, u=0 #E2Q kE. 
推论 4.63 V = ((— A) -!grad q: qeL2(0)) 
证 首先 容易 验证 Yqg € L2(G0),(—-A Dgradg € VLEZ, uE 
VL 并 考虑 НКО) LH < 1, v> = (grad u, grad v) 定 义 的 线性 泛 
R [. 则 由 引 理 4.6.1, 存 在 p€ L*(Q), 使 得 | 
< [> = (grad u,grad у) = <grad pw >E НКО)”, 


从 而 确实 有 表达 式 ua= (一人 -0)grad р. 证 毕 . 
由 Green 公式 可 以 得 到 


| di vdx=0 Mie H1(Q)" 
从 而 值 空间 R(div) 包 含 在 L2(O) 的 一 个 真 的 闭 子 空间 里 ,为 方便 起 
я ира 
L3(0) = (pez: (Dy: | pds =0}. 
特别 由 于 下 述 事实 
| lalea = inflg + chon = риа 


Мае13(О) О (4.6.1) 


使 LO) 更 为 有 用 .3(O) 可 以 与 LO) R 同 构 . 下 面 的 推论 进 一 
步 指出 div КИШ ИДЕ О). | 


推论 4.6.4 BA 是 单 联通 域 , 则 

(1) AF grad 是 LAQA V? 上 的 同 构 . 

(2) 算 子 div 是 V+ 到 L2(Q) 上 的 同 构 . 

证 (1) 我 们 知道 grad€ L(L2(Q),V"), 又 由 引 理 4.6.1 可 知 
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gad ЖАНА Я 1(О),у° 都 是 Banach 空间 , 故 grad 是 一 个 同 
构 . | 

(2) ВЫХ div 是 算 子 -grad 的 对 侦 算 子 ,可 知 div (УУ 
到 (L2(O)7 上 的 间 构 . 故 现在 只 需 证 明 V° 可 以 等 同 于 (V+). 设 任 给 
g€ (УТУР | 

<g, v> = <р, УР > ` МуЕНИО)” 

把 g 延 拓 到 HAO 上 ,其 中 小 表示 ， УТЕС ШИК 
€ v° URRA EVYE УЕ 从 而 (Y ) 等 同 于 
ve. Е. = 

又 设 m 表 示 əQ ВН. 下 面 的 引 理 和 УВЕ 
数 给 出 了 一 个 边 值 的 平移 算 子 . 

. 引 理 462 设 а Bm VEC Heap, , 


| „конок аеннан V ажи 
意义 下 是 唯一 确定 的 ,使 得 
div u=0 Оф; вы; ÈN. 
йәй о 
influ + ha < clelia, ~ (4.6.12) 


这 里 常数 c>0 Узе 无关，. 

证 BREHOV 中 ,这 样 的 函数 是 叭 一 的 . 现在 考察 
它 的 存在 性 . 设 H'(Q) 中 任 一 -函数 w 满足 "= 则 由 Green 公 
Га div wdx = Í. gnds = 0. 

从 而 div w€ L2(Q), 而 且 由 于 推论 4.6.4(2), 存 在 唯一 的 vE V+ 使 
得 div v=div w, ИЖ маза Иа Г. 
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显然 u=w-v 是 所 要 求 的 函数 . 剩 下 的 是 验证 (4.6.12) 式 .首先 ， 
ЕЖЕ {шаа sczjwiha, 这 里 常数 6,>0 与 u 和 ww 无 关 . 在 上 面 
这 个 不 等 式 两 端 取 下 确 界 ,并 注意 到 НИНЕ. 即 可 得 
到 (4.6.12) 式 , 证 毕 . | 

下 面 给 出 的 定理 是 引 理 4.6.1 的 更 好 的 描述 ， | 

定理 4.6.3 ШЖ {ЄН QE 

<1Ф> = 0 YOeV,, (4.6.13) 

则 存在 ВЄІ?(О) 49 f= grad p, 

МЕ о 是 单 连通 的 ， 在 相差 一 个 可 加 ЯНУ 是 唯一 


аер. 我 们 先 设 是 单 连通 的 ,我们 证 明 f= grad р, мре 
LL. (Q), 然后 由 推论 4.6.2 立刻 得 peL? (0). | 

НОЖИ ТА ТР ЛЕЯ REM L 型 区 域 的 增 
序列 {O。 Hm >1), 使 得 0 со UR Q= (о. 


Etu, E HLO WE 
在 On 之 外 mn 一 0.Bdivu。 = 0. 
为 了 应 用 引 理 4.6.1, 我 们 要 在 保持 零散 度 的 情况 下 把 u, Е 
则 化 ,这 是 通过 我 们 在 5 1.8 中 引进 的 磨 光 算 子 实现 的 . 
Xe>0 令 由 是 D(R9 中 正则 化 族 , 即 


olx) =0, 41х|>5 w.x) 20, fue 02, (х)ах = 1 


以 及 在 ОЖ. lim Q, = ó. 
由 卷 积 的 性 质 有 div(w, * un) = O, * divu, = 0 ИДЯ е 
充分 小 ,wm。* u, EDO)’, Е Н'(0)" 中 有 


lim (о, * Um) = Um 


s= 


从 而 由 (4.6.13) 有 
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<fun> = lim <f, w *u, > =0 


s= 0 


由 引 理 4.6.1 知 ,存在 Pa € L (On ERE О, 中 .f= gradp,. 此 时 ， 
由 于 在 On 中 gradp,, = вгайр ау. On tH Pari Pn 是 一 个 常数 
但 是 由 于 pa 在 相差 一 个 常数 的 意义 下 是 唯一 确定 的 ,这 个 常数 
应 取得 使 
| EO mE, Puri = p. Мт > 1. 

从 而 存在 p€ L (Q) ЧЕ Q 中 f=gradp. 

МВО Ж ШИ, — 4 ENW T К, 应 用 上 
面 的 讨论 好 可 . ВЕЗЕ, 

推论 4.6.5 БЕШ НО)" 的 范 数 ТҮС si V, Е V 中 
是 稠密 的 . 

证 证 明 是 根据 Banach 空间 下 述 性 质 : 

Banach 空间 M 的 于 空间 E ТЕ M 中 稠密 的 充 亚 条 件 是 M 
中 的 每 一 个 在 下 上 为 零 的 元 素 在 M 上 也 为 等 ， 

首先 每 一 个 在 V。 上 为 零 的 TE H” О) # V LEIF. 由 定 
H 4.6.3, 对 某 个 p€ LXO),f= grad p. 但 是 由 于 V 是 HO МЕ 
空间 ,V' 可 以 和 НКО)" 的 子 空间 等 同 MALMRE 的 Banach 
空间 的 性 质 可 得 到 所 需 结果 . 证 毕 . 

迄今 为 目 我 们 的 兴趣 主要 在 H'(Q)° 的 子 空间 上 .村 应 地 .全 
用 一 些 正 则 性 较 弱 的 函数 也 是 有 意义 的 .为 此 ,引入 下 面 的 空间 : 

Htdiv О) = {veL2(Q)*:div veL? (Q)}, 


显然 ,装配 范 数 | | 
| о нано = {ivika + Idiv ү] 2} 72 {4.6.14) 


后 , 它 是 一 个 Hilbert 空间 ,以 及 定义 ， 
H,(div,Q) 是 DD(Q)" 在 空间 нал) 的 闭 包 ， 
定理 4.6.4 设 Оси" 是 Lipschitz 连续 的 开 子 集 (不 必 是 有 界 
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的 ), 则 D(Q)* 在 H(div,0) 中 稠密 .这 里 DO = (pla: p E БУК, 
定理 3.2.8). 

证 证 明 是 依据 推论 4.6.5 中 所 引用 的 Banach 空间 的 性 质 ， 
Ë 16 (HGdivo) = HldivQ) 的 对 偶 空 间 . 因 为 它 是 Hilbert 空间 ， 
则 存在 由 1 确定 的 函数 IC H(div,Q) 使 得 : 


<lu> = У (Ии) + Q.+i divu) SZueH(div,Q) 


WH 1. = Z. 
ME, EDO 上 为 零 且 记 六 为 и 在 0 外 的 零 延 拓 . 
则 上 面 的 对 偶 对 公式 可 改写 为 


Г. р Г.Ф. + Гавно ах = 0 мФер(в =)". 
іт і : i 


这 就 是 说 ,在 ВЕХИ ЕН Г = grad Г.а. 
因为 TeL?2(R"*)", АИТ, a eH R"). АНИ 的 定义 有 hae 
єН!(0). AX DQ) 在 H1(Q) 中 稠密 ,对 /+ 在 DO 中 存在 序 
列 化 小 使 得 在 HI(O) 中 ‚Жш, = [a+1; 则 


< u> = lim{(grady wu) + (бім) = 0 


YueH(div,N). 
从 而 ,如果 1 在 D(6)* EAE, ME Hdi) 上 也 为 零 ,由 此 证 
得 所 需要 的 稠密 性 ， 证 毕 . 
下 面 的 定理 涉及 到 H(div, Q) 中 函数 的 边 值 法 疝 分 量 , 
定理 4.6.5 在 D(D* 上 定义 的 映照 7: уу, nl 可 以 连续 
地 延 拓 为 由 H(divO) 到 HT 7 2aQ) 的 线性 连续 映照 , 仍 记 为 7、 
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证 Bto € D(Q),veD(Q)* ‚Е Green 公式 成 立 
(grado) + (атыр) = | фт ° nds 


因为 обу HOPEE, ЕАР pE H'(0),v € р)" 也 
成 立 . 从 而 有 


If er nds < нана ден) ине". 


现在 YPEH (eg9), 存 在 一 个 元 素 o € HI(Q) 使 得 pla= 六 从 
而 由 上 面 的 不 等 式 得 | | 
А Hv ° nds) < [v f ugro Ааа ен OO YEDO". | 
w Hv ° п! - 1/20 < [ҮЙ нивна). 
因此 ,对 于 H(div,0) 的 а} 上 定义 的 线性 映照 у: v— v ° в,а 
是 连续 的 .因为 DA) 在 Нам, P) 中 是 稠密 的 ,7。 可 以 连续 地 延 
拓 为 一 个 映照 , 仍 记 为 7,€ L(H(div,0); Н (200), {8 
[ул наҥа)н-›/тепу < 1 (4.6.15) 
证 毕 . 
通过 延 拓 ,yov 称 为 在 20 上 的 法 向 分 量 , 并 简 记 为 Y 。n. 
由 定理 4.6.4 和 4.6.5, 我 们 推出 下 述 Green 公式 
(gradg)+ (бучур) = <T * n,@ > а 
XveH(div,Q) ФеНКЯ). © (4616) 
作为 一 个 推论 ,对 于 Laplace 算 子 ,可 以 把 Green 公式 推广 到 值 域 


更 广 的 函数 上 . 
推论 4.6.6 E u€ H'(0),Au€ L? (0), ги / эа ЕН" Җәй) 


以 及 . 
(gradu, grady)= — (Ди, v) + < au / әп, v > за 
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УМЕНИЯ). (4.6.17) 


下 面 商 个 结果 给 出 了 у, 更 多 的 信息 . 
”推论 4.6.7 ЕО.) = Н! EMUR 

iy. | Larva) н лизо < 1 

证 МиеН -! (20), RIER ve H(div,Q), 使 得 在 NQ 
Еу пеи ЦА ео aza Í v| нана» Е Ж (4.6.15), 
有 所 需 结 论 . 为 此 考虑 问题 | 

Ж ФЕ H'(0), 使 得 

-Аф+р=0 жа Фф 

эф / әп = ц # 20 Е 
容易 证 明 , 这 个 回 题 有 唯一 解 ФЕН) Да у= gradp, 则 v€ 
H(div QM E v ° n= p, AR 

llia = <д,ф> a < 141 - ааа 
因为 div v=o, ` 
| 191 задо < Ви] - пля = lv ° п] - 1/20. 
ЗЕ. | 
定理 4.6.6 
HoldivQ) = Кег(у,) = (ueH(div,Qyu пи =0} 

证 首先 证 明 ра # Ker(y) 中 稠密 ， 再 利用 推论 4.6.5 中 所 
引用 的 Banach 空间 的 性 质 得 Кег(у,)=Н.(а1,0)% 1 
(Ker(y,)),1€ Xer(yo 它 与 1 的 关系 如 下 

<> = 5 (1ш) + (la+ ivu) MueKerlya) (4.6.18) 


4=1 


MEI EDO 上 为 零 ,由 此 得 1=grad 1. AN aE HO, 
对 (4.6.18) 用 Green 公式 (4.6.16) 有 . 


<lu>= <u*n, la >a YuE Kerly) 
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因此 /在 Ker(y,) 上 也 为 零 . | 
М H (div Q)c er(y,) 则 是 Green 公式 (4.6.16) 的 直接 推论 . 
证 毕 . f 
下 面 讨论 Нам ОИС 
H= (u € H,(div,Q):divu = 0} 
因为 它 是 LO 的 闭 子 空间 , 故 有 分 解 
L(A)" = НФ 本 上， 
这 里 HL 表示 H Æ LIO 中 关于 内 积 (，， ‚ВЕ 下 面 的 定 
HART ні. 
定理 4.6.7 ma 是 连通 的 出 有 
H+ = {grad q: geH'(0)} 
证 记 Х = {grad 4: qE H'(Q)}. 首 先 注意 到 X 是 LQ 的. 
闭 子 空间 ,从 而 如 果 我 们 证 明了 X+=H, 就 有 Ні = (Ау =X 


=X, 此 即 所 要 证 的 . 
一 方面 ,V-ue H, 由 Green 公式 (4.6. 16) 和 定理 4.6.6 


得 (wgradg) = 0 YqeH'(0). 因 此 HcX+. 

男 一 方面 Yuk LN) Н (a, grad 4) =0,q€ H'(Q).# 
D(Q) 中 取 qg, RRA diva=0, 从 而 w€ H(div,9). 因 此 可 以 用 .Green А 
式 (4.6.16) 得 出 a* n= =0 注 意 定理 46.6, 有 u € HIA Х1ен, 证 
të. 

定理 4.6.8 ”空间 V, 在 于 中 稠密 . . | 

证 这 是 推论 4.6.5 中 所 引用 的 Banach 空间 性 质 的 另 一 个 应 
用 , 设 /EH2iEH В 

<lu> = (м) ue H. 
此 时 ,如 果 1 在 V. ЕО, I 就 满足 定 更 4.6.3 的 假设 ,从 而 对 
ЖЛ p€ LQ), 有 I= grai 因为 IC І2(0)°, Ж pE H'(Q). Bñ 
Green 公式 (4.6.16) 得 
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<1u> = —(p,divu) + <ü * np> a = 0 Yuel. 
证 毕 . 
(二 ) 有 关 旋 度 算 子 的 某 些 函数 空间 
在 下 面 这 一 段 中 ,除非 有 特别 说 明 ,空间 的 维 数 n 是 87 3,0 
cR" 是 具有 Lipschitz 连续 边界 20 的 有 界 区 域 . 当 n= 2 时 ,定义 
LER p EDO) EDO) 的 旋 度 算 子 为 (在 第 卡尔 坐标 系 中 ) 


3 эф ` ay ә 
curl Ú = (22,2), curl ka -2 
. 2х2 2X1 dX1. -2X2 


当 n= 3 时 ;定义 广义 西数 v€ D (Q) 的 旋 度 为 
curl "= (2-22, aw _ ЭУз ду: -2) 
2X2 3X3 2X3 2X1 хі 2х2 
ЖЕ РЯ УУ: ` 
curl(curlp) =— Аф >- n=2 


curl(curl у) n=3 | 
= —Дү+ргай(дїүү) 
curl(curl v) 


注意 二 维 向 量 场 的 旋 度 是 一 个 标量 ,为 了 避免 过 多 的 记号 ,我 们 仍 
然 约 定 按 向 量 表 示 它 ,只 要 不 发 生 混淆 . . 

首先 ,我 们 推广 经 典 的 Stokes 定理 ;如果 r€ (C чуу 在 R 中 
的 单 连 通 域 Q 上 是 无 旋 的 , 即 旋 度 为 0, 则 了 是 一 个 梯度 . 

定理 469 假设 0 是 单 连通 的 . 则 „ЄТ О) 在 О 中 满足 
curlu= 人 的 充 要 条 件 是 存在 叭 一 的 PE H'(Q) / R, 使 得 

u= gradĵ. 

证 证 明 类 似 于 定理 4.6.3. 我 们 首先 证 明 对 某 个 PE 
(О) = ` gradp ЛЕХ 4.6.2 PHEW PE POBA p€ H'(Q) 
НЕ H'(Q) / R 中 是 唯一 确定 的 . 

这 里 我 们 可 以 找到 单 连通 区 域 的 Lipschitz 连续 的 增 序列 开 | 
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集 {Oa}(m>1) 使 得 Oacn UR n-Uo.. 


方法 是 正则 化 使 得 它 在 O。 上 的 限制 是 无 旋 的 .这 样 对 这 些 光 
滑 函 数 就 可 以 使 用 Stokes €M. - 

Ye>0 设 o, € DR") 是 正则 化 族 ， ax u P: а 外 为 零 的 延 拓 
MWA 

о, + šeD(R")", HE LR)” Pim, * M) = ü 


curl(o, * ü) = о, * сий | Е (4.6. 18) 
但 是 如 果 £ 充分 小 有 . U В.(х) с OKE B ГР: х. *£ 


为 的 球 ,因此 
#0 H curo, * D- 0 


而 由 Stodes 定理 知 存在 一 个 光滑 函数 2 +H цоя 
EO „n Ч о, * = gradp,. 
又 由 (4.6.18) 存 在 Pa EH' (OD 使 得 在 H1(0 „)/ R 中 "бтр, | 


= pa URE О. tB;u= гари. 证 明 的 结束 部 分 和 定 再 4.6.3 一 样 
. ЧЕ. | 
利用 定 4.6.7, 可 以 给 出 НИЯ ЕМЕ. 
”推论 4.6.8 设 Q 满足 定理 4.6.9 中 的 假设 ， 则 在 LQ) 中 下 
面 的 恒等式 成 立 : | 
Ні = Ker(curl) = [ve L3(Q)*icurlv = о. 
作为 这 个 推论 的 一 个 结论 是 只 要 0 ли, 如 果 
ЄНЇ curl u=0 则 u=0. * 
和 定义 H(div.Q) 一 样 ,我 们 引入 空间 
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Н(сш1,2) = (ve L2(Q)"3: curl ує12(0)"}, 


装配 范 数 
ivinenn = {Шур + lcurl уа} 12, 
它 也 是 Hilbert 空间 ,又 记 ` 
| H. (cur MEDO EZH eur APA. 


对 于 这 些 空间 ,我 们 同样 可 以 得 到 与 定理 4.6.4,4.6.5 和 4.6.6 相 类 
似 的 结果 .首先 给 出 两 个 引 理 . | 
3| 4.6.3 R Оск" 是 Lipschitz 连续 的 开 子 集 (不 必 是 有 界 
的 ), 则 HH(curl,Q) 中 具有 紧 支 集 的 函数 集合 在 H(curl,Q) 中 HE. 
证 利用 截断 函数 的 方法 . 设 ak H(curl,0) 以 及 P E CR’), {Е 
得 在 R око я. ДА 
Z |x <1 


0) -(, Хх 22 
其 次 ,Ya > 0, ЕЖЕ o (x) = p(x / а). В е. ZAN 
的 ,paoueH(curl,0), 而且 在 HecurbQ) 中 lim gçu = u 以 


及 supp(psu) 是 紧 的 ,从 而 wan 就 是 所 要 的 序列 . 证 毕 . 
引 理 4.6.4 ШЖ ТЄ H(curl QE 
(ficuriD) — (сай 1,9) = 0 Фер)", (4.6.19) 
M fE H, (curl). . 
Е WIE (# Q 外 为 零 的 延 拓 首先 由 (4.6.19) 知 TE€ 
HeurtRo) 其 次 为 了 在 DO 中 构造 一 个 序列 ,使 得 它们 在 
HecurlQ) 中 收敛 于 了 我 们 还 要 利用 定理 4.6.3 所 用 过 的 正则 化 技 


* (D 现在 设 Q 是 严格 星 形 域 ( 见 推论 4.6.2), 188311 
#: x)= 了 x/0) xen. = 00, 但 是 此 时 , 取 9e(0,1) 以 便 
有 suppfo © О. 显然 З,єН(сиг,В") 以 及 在 H(curl,R *) 中 - 
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有 limf。 = $. Ат, 对 于 充分 小 的 8 > 0,0, * f*,eD(Q)" 以 及 
Æ H(cusl,Q) н. lim (ш, + Те) =f. 


© 在 一 般 情 况 下 ,存在 8 HARFI: 
Ос U 01, 使 得 Qi = о‹{\а Ж Lipschitz 连续 的 有 界 的 


ETE] 


严格 星 形 域 ,1< 1 < q. 8 «> 1) ЖУТЕ (o 
@> 1) 的 单位 分 解 ,中 a, EDO), < ато) „шаб =1 


(EQ ih) BR. h, Ata Lat, 


显然 ене) зарра =й. 因此 对 每 一 个 af, 利 
JB (1) 的 结论 即 可 结束 本 定理 的 证 明 . 证 毕 . 
定理 4.6. 10 设 Оев" E Lipschitz 
О жЕкЕ ЖОЕ Ж УР), DA 在 
7 ff(curlO) 中 稠密 . | 
| 对 定理 4 6.4 的 证 明 稍 声 变 动 即 得 本 
A 定理 结论 ， 
| И Е 
# Q 上 的 切 向 迹 .在 n= 2 时 ,用 表示 
20 h BA hr ШИШ Мт = (пуп). 
“定理 4.6.11 在 D(Q)* 上 所 定义 的 映 


Ж 
y: уу д 8825 
y vryxna ` п = 3 

可 以 连续 地 延 拓 为 一 个 线性 连续 的 映照, 仍 记 为 7.: H п=2 

时 ,7, € Ната), H 2(20)).4 а=з 8,6 L(H(çurl,@), 

H (20) Ч FA Green BARIL: | | 

(сиу, Ф) — (уси Ф) = < уст, Ф > а (4.6.20) 
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Hvet (cura) 


щл ЗВ, De H1(Q)5 RÄ n= 2 时 .pe 五 (9Q). 

此 定理 证 明 与 定理 4.6.5 的 类 似 . 

为 了 不 引入 过 多 的 符号 ,根据 a= 2 或 a=3 我 们 用 v。 а 
Хто 表示 yy. 

现在 来 考虑 Н(сий О) Kerly,). 

定理 4.6.12 Кеку)=Н (ий). 

证 在 (4.6.20) 中 取 极 限 , 显 然 H чип) Кету). 反之 ,利用 
引 理 4.6.4 即 可 . ШФ. 

ШЖ уй әп 的 切 向 分 量 定义 为 : vr=v-(və nm. 显然 vy 

xn=vX n АМ МЕ H(curD) 满 足 vxalo=0 的 充 要 条 件 是 它 
的 切 向 分 量 在 әп ЕЯ МЕ HOM E (grada) x 
nj a= 0 的 充 要 条 件 是 在 əQ 的 每 一 个 连通 域 分 量 上 q 是 常数 . 

当 n =2 时 ,y= (ууз) 《HH(curl,0) 的 充 要 条 件 是 WwW= (уу) € 
H(div,Q), 而 且 w。n=~v。+. 从 而 在 定理 4.6.4,4.6.5,4.6.6 和 推论 
4.6.7 中 所 叙述 的 H(div,0) 性 质 都 可 推广 到 нола) Е. 

ТАНЯ H (div, Q) ANH, (curl 0). | 

_ 8138 4.6.5 下 面 的 等 式 在 代数 和 拓扑 的 意义 下 成 立 : 

нй)” = H. (div MNH, (curll) 


证 证 明 an=3 时 的 情况 ,n= 2 时 完全 类 似 .YE Нам) Г 
Hicuri,0), 记 ?是 v 的 在 0 外 为 零 的 延 拓 . 由 Green 公式 (4.6.16) 和 
(4.6.20), 容 易 推出 YE€ H(div,R2(YH(curl,R”) B. 

idiv ?wa = ldivvilon, 
{сиг1 Ther = {соті via 
Iw = ЧЕ 

4 Fç 是 ?的 Fourier 变换 , 则 由 定理 1.9 А(Рвасвеге) SLFS 

eL2(R3)3, H [Е.а = (28)? ilow . 以 及 
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VD 


F(curl Ӯ) = iE2FYy — EF 72a ВУ: 一 
1: ЕУз б ЕЎ — ФЕ) 
F(divy) = КЕ FY + &2ЕУ2 + 3 РУз)... |: 
从 上 面 这 两 个 关系 可 直接 推 得 . 
{вой Иж) w <Jdiv viža + jcurl vlan 
从 而 ену, мену я 7 
мл" = Tin < vt 2 + мч га + tcurl тшу, 
这 里 常数 < 与 无 关 
反 向 不 等 式 和 结论 是 显然 的 。 PLA 


下 面 是 推论 4.6.5 的 简单 推论 ， . 
推论 469 设 QcR" 是 一 HA ,如 果 K нао) 


.H(curl,Q) J v€ НКО)? - 


从 推论 4.6.9 的 证 明 中 ， 同样 可 以 得 到 ，， 
н! к^)" - нд\н шл) 


DR € H (div NH, (сиг1,0), # 


Wha < ellidiv viža + lcur! v|24)1⁄2. у 
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$47 向 量 场 的 分 解 


在 前 面 ， 已 经 给 出 了 两 个 直 交 分 解 -> 


L:(Q)'=HQ@H1; НО)" = Убу 
ЖЕ Е а ВАО ЖЕН, ВИПИТИ ЯГУ РЬ, w 
证 明 1.200)" Р — В САБЛЕ W HS О ЕН — ВЕ. 
W Qj L 型 区 域 ， 它 可 以 是 单 连通 域 ко 
用 20, 表示 Q 的 外 边界 .用 20, 1<і<р. ИЖ: 20 的 其 它 
H RIM HI EA) 的 对 偶 对 记 为 < < > а жа» n= 5 
或 n= 3. | 
(с) 二 维 向 量 场 的 分 解 


88471 WELO WE | ИИ 
div уж 0, уо, 1> м, =0. Moetep. ‚вал 


Манана ена в 
证 : 充分 人 性: V ee. Ev= cung, 显然 ， „е 10) 


其 次 ， 还 要 证 明 < v. n ,1 > [ш -f „> curleds 


= | оол 4з =0, 其 中 + 为 a0, 单位 切 向 量 . 显 然 ,Vo 
ECP RO), <v. nl > |a, = 0 成 立 . 由 于 C8(R",0) EHO) 
PER, ВСЕЙ geH1(Q) 也 成 立 ， 

必要 性 : ағу 满足 (4.7.1) .其 思路 是 延 折 HAPTER 
它 仍然 是 零散 度 的 ， 接 着 通过 Fourier 变换 构造 它 的 流 函 数 . 

(a) 我 们 构造 一 个 延 折 ， 这 个 延 拓 和 在 9 上 有 相同 的 法 


ИНЕ. 
设 0 是 任意 有 界 ， 光 滑 的 单 连通 开 集 ， 而 且 G < O, м 


Жр>1, #4 ON9 不 是 单 连通 的 ， 我 们 用 Q, 表示 边界 
Я 20; 围 成 的 区 域 (1 < i < p). ПЛО, 表示 由 an。 和 20 所 围 
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* 
А 


Rx. 


成 的 区 域 ， 考 虑 下 述 问题 


ЖОПЕ 函数 w， 使 得 
Aw=0 .在 ONQ 中 ,- 


2 


(N) 
— = 0 20. 


сап 


Я =y*n #20, Е, 9&igp 


这 里 n 表示 әп, 指向 Qi 内 部 的 单位 法 向 县 <ic<p) 上 所 问题 (N) 
是 由 pH 个 非 齐 次 Neumann 问题 组 成 的 ， 因为 它们 满足 相 容 性 


条 件 
<vy-nmn 1>m =0  \0<ї&р 


从 而 存在 着 满足 (N) 的 函数 нен! (OND), Жа О, 上 在 相差 
一 个 可 加 常数 意义 下 是 唯一 ЖЕН. Е = вгаб», MYP 


ЕН (div, о“ H | 
F: =Aw=0 在 ONG 中 


Y ау, в #20, Е, < 15 р 


У *в=0 ”在 ?0 上 
(b). 现 在 按 下 面 的 方法 延 拓 v 
жое 
rfe 在 O\ 0 中 
.在 其 它 地 方 ` 
BA, selmi 作为 广义 函数 ,， V peDR?), 有 


<divř, p> = -f Я * ргадфах 


= -f v • gradpdx 一 y|. W + gradodx 


= 


因为 * 和 于 а. Green 公式 和 (4.7.3) 有 


` (4.7.3) 
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<divř, ф> = — < v * >a- -Fv no > аһ 
іт 0. 


EERE, 20, 的 法 线 方向 是 指向 а, 的 外 部 ， 即 n 的 内 部 ， 因 
ЖА ЖИК НТ <угп, p>m， E <div, р> = 0, @ 
eD(R2), НВ divy = 0. | 


(с) AX зирру ERN, 它 的 Fouricr 变换 (FY)(6) 是 《 的 整 
函数 . в Fouricr 变换 的 性 质 ， ЖИ divř = 0 和 Y= curlg Ӯ WEH 


Е.Е +: ЕЯ: = 0 (4.7.4) 


Ей = Бр С Р-Н _ (475) 

如 果 取 Fp = FY 14$), 由 (4. 7.4), Я. (4. 7.5) 中 两 个 式 子 变 为 
“Рр = ЕЯ / (2) = ~ РУз / (161) 

因此 只 要 FoeL?*(R’), Fo 的 逆 变 换 就 是 所 楼 找 的 流 函 数 V. 但 是 


因为 FY jeL?(R?)， 只 要 证 明 在 诛 点 的 邻 域 里 Ро 是 有 输 的 即 可 . 
‚ 根据 (4. 7. A) # Е (ë, :0) = 0, 从 而 由 FY) 的 齐 次 性 ， 
有 


PFC Ea) = GFP G, 0) (261) + Об), 


因此 


Еф(ё1, &2) = —– ҚәЕУ (Err: иа) + OD 


此 即 Fo 在 原点 的 邻 域内 是 有 田 的 .证 毕 ” 
作为 这 个 定理 的 推论 , 有 : 如 果 veL: (Q)?, ;> 2( 相 应 


И H"(9)?, т> 0, Наму=0, `<у*п, I> =0, 0<] 
<р, J Е N аа 
у=сиЙф, фЄН" (ООК oe H=+1(Q)) 
注意 ， 因 为 0 Ж ИША, у ПЗЕ Е 
WU РАМЕ ЖЕ, IH уен, EURAN oW 
B (әф / әт), = 0, ll 
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Фіжи = с, Ogigp 
从 而 , 如 果 取 定 这 些 常数 中 的 一 个 ,9 就 可 唯一 确定 . 例如 ,v 只 
有 一 个 在 am。 上 为 零 的 流 函 数 . 这 个 函数 属于 空间 
Ф = {xeH (9): ха» = 0, x|— .= 任意 常数 ， 1<і<р)}, (4.7.6) 
E H'O) 的 闭 子 空间 ， 而 且 在 @ 上 上， па ЖЕ hia Fot. A 
用 广义 Роіпсаге 定理 (8 3.6) 容易 证 明 这 点 ， 而 该 定理 本 身 又 是 
定理 4.6.1 中 (2) 的 简单 推论 … _ 
5118 471 Г, 是 边界 20 WRT) 严格 正 测度 的 部 分 
Я Мр> 0, 在 空间 {у И! (О);>]г, =0} Е. л, ШЕ WA 
是 等 价 范 数 . 
HEH 4.7.1 fusia 4.71 推 得 ， Ф ‘бдение 
个 过 值 问 题 的 解 . : : ое з 
推论 4.7.1 … мн ил. eoe 
| 再 = (curlg: peð} 
HRR curl 是 出 中 列 TI 上 的 网 构 ЖК уй К Ф 是 问题 


. Qep (curie gurl) = (усийх) Мхеф (441) 
的 解 
问题 47.) 对 应 于 述 微分 方程 Q 、 | .. 
一 Ap=cury .在 BO 中 
1а = 0, plaar Scy - о, 
<ap /ən+ v ° tz,] > m = Ü lgigp 


事实 上 , ВЮ хера), 起 得 第 一 个 方程 ,为 了 推出 最 后 一 
个 在 20; 上 的 边界 条 件 ,只要 注意 (4.6.17), 形式 上 有 
(curlg,curlx) = — (Ag,x)+ (аф / әп,х) а V xeH'(Q) 
类 似 地 ,(4.6.20) 形 式 上 给 出 
(v,curlx) = (сийу,х) — (у • t,x > aM xe H! (О) 


上 述 二 述 与 (4.7.7) 比 较 ,得 
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, . 
У <әр/әп+у* nci >a =0 , VeeR 


定理 4.7.1 及 推论 4.7.i BT LIO ЕЛА. 
定理 4 72 YYveL?(0)?, 有 下 述 正 交 分 解 : 


v= gradg + curlg (4.7.8) 
这 里 geH'1(Q) / R 是 边 值 问题 | 
(вгайд,втади) = (vgradp) V пен") ^ (4.79) 
的 解 ,而 pe 是 边 值 向 题 “ ` 


(сийф‚сийх) = (у — gradg,curix) МхєФ (4.7.10) 


的 解 . | 
Ш V veL’ (О) 2, Neumann Bi] М (4.7.9) ЧЕ-— Ма 


eH1(0)/ R, € H-A) th ,q МА Aq = діуу. ММ у- gradg 
Ж H(div,Q) 中 零散 度 向 量 , 对 (4.7.9) 应 用 Green 公式 ,有 


0=(v— grad9， grady) = < (у 一 gradg) ` B, > а 
м eH (Q) 
HEH -l/2(əQ0) 中 (т— gradg) ° n = 0. RMA "- gradq e H, 


从 而 由 推论 4.7.1 知 存在 唯一 pee@, ИД (4.7.8) 和 (4.7.10). 证 
Ф. 

用 这 里 的 方法 可 以 把 引 理 4.6.2 ЕЕН ВА Е. 

2| № 4.7.2 HACR? PEREM, HAF ə Q 
С" (т > 2) ЖМ реН" -!/2(ә0)2, Н 


[8-14 =0 
则 存在 u= fen. (92, 使 得 
divu = 0 ЕО, u=g ENE 


#8 


hulma < сів – 12а 


证 E 上 w=& 的 条 件 可 以 分 解 为 在 a2 Eusn= gon 
和 us:t=-g*zf. 因 为 分 别 规定 每 一 个 条 件 更 简单 ,所 以 设 晶 
= gradq + curio. 这 里 q 是 下 列 Neumann п 问题 的 唯一 解 (最 多 
相差 一 个 可 加 常数 ) 


7424 / әп = р • в ”在 2 上 
”而 gq 是 双 洞 和 方程 з | 
3 Ф2А2ф=0 , .在 0 中 
fo- 0... -.- ЕЕ. 
әф / эп = әр/ әт р т 在 20 上 


的 唯一 解 ,容易 验证 满足 引 理 的 绪论 ;证 毕 . 

现在 ,考察 空间 У, 由 定理 4.7.1 知 YveV, 有 一 个 流 函 数 o 
eH (Q). Я v = curlp. 同时 ， Же pla = 0, „Ж o 也 是 唯一 
确定 的 ,容易 验证 yg 属于 空间 “ ` : 


+ = {хєН2(0):х|,а, = 0; ха = 常数; 0 <i< p, ` 
әх / ənla = 0} (4.7.11) 


于 上 的 半 范 Aola НЕО. ХЕ: 当 фет 


В gradope HHO? НГ Poincare ж й R 110 "а. > 
Agla = (01а 2 clohn 22 фіка с; (4.742) 


类 似 于 推论 :4.7.1. 有 : . 
推论 4.7.2 空间 V 满足 


У = (сипо: Є + 


ним curl Т МГУ ИН T v 的 流 函数 也 可 作为 问题 
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Феҹ (А, Дх) = — (eurv,Ax) V.xew f (4.7.13) 
的 解 O 
问题 (4.7.13) 可 以 解释 为 下 列 微分 方程 : 


Ap= 一 A 人 arv) ЖЕН - (Оу 
Elas = 0 , phe, = с; f Vi 1<i<`p 
эф / ən = 0 在 ?0 上 (4.7.14) 


f 2(До+ сэп) / an 4-0 Vl<i<p сз 
1 


事实 上 , 取 уе D(O) 就 可 得 (4.7.14) 中 第 一 式 ,然后 取 它 与 x€ 
时 的 数 积 ,分 部 积分 并 与 (4.7.13) 比 较 :就 有 。 
<2До+ ешп) / ад > > ж- 0 Мет. 


以 及 
Í. 2(Аф + curly) / әп dr= 0 M 1 <-i< p. 
284.73 HUO 中 每 一 个 元 素 * 有 如 下 正 交 分 解 : 
у = (— 介 )-'gradg + сигір (4.7.15) 
这 里 pe 玫 是 问题 (4.7.13) 的 解 ,有 6eE3(Q) 是 唯一 的 . 


证 = 由 推论 4.63 MELAT. 2 FIRA. 15.8 RARR Ф 
满足 (4.7.13). 由 (4.7.15) 有 


сиг = 一 До + curl( — -Ngradg мз 
ЯЈМ weV。, 上 式 两 端 йс 


(curlv,curlw) = ( — Аф сш) + (curl( — A) 'gradg,curlw) 
єс, „з= (— A @,curiw)+-.(( — A) gradg,curi(curiw)). 
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` =(= Ag,curlw) + (6 A)” 'gradg; = м). 
由 divw = 0,48 
(curlv,curlw) = ( — /Аф,сигїз) + (gradg,w) 
= (— Ag,curlw) м weVo 


因为 V, 在 V 中 秽 密 , 则 有 ，。 | 
(- де кши) = (Сти кш) . Мне” | 


> 


м £ > 


此 式 与 (4.7.13) 等 价 、 证 毕 ， 70 
在 引 理 4.6.5 中 ;已 经 得 出 Н, (div, OAH. (cur, 中 的 函数 
属于 HLO)" 以 及 Hldiv, ,9) 门 HGcurl Q) оо А ЭШ 
РН)". 然而 ， 实际 中 ， ;我 们 常常 轴 到 下 还 情况 为 此 , 令 
U= H. (div,Q)[YH(cuni, д), ж HONDAR. бы) 
И Ос и? Sus AD ЛЫН. ` А7 
2 90471 WREN 关 或 是 不 带 内 四 角 的 分 片 光 清 
的 ， U 和 W 是 代数 和 拓扑 地 包含 在 нча)! H, 
О) YY vyEU; 根 据 症 理 4:7.2, 有 
soto е: N= гайд + сшіф ` о (418) 


这 里 在 相差 一 个 可 加 常数 的 意义 下 9 是 者 次 Neumann 问 是 


Aq = divy .在 9 中 
' 4, 2=0 -rb `° - #719 

的 解 汕 9 是 非 齐 次 Dirichket 问 题 - 
了 一 Ag = сину” 274 жон: К ` Л , 17 


ЮЖ, гол Ра. 因为 divy сигн g 
在 L?(Q) P, 又 由 对 边界 aQ m E. 以 及 由 Роіѕѕов 方程 
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的 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 解 的 正则 性 定理 ,可 以 推出 了 
Но 都 属于 HO), B 


(aba < С.а (4.7.18) 
{Фф эл < С. (сима + Iy. фз) 


Хо», ЕДЕ, LARN 
[урза < СФ < Сапа 
根据 (4.7.8) 和 (4.7.9), 还 有 паа аа 
> ~ leha. [у кайда & ИРИ 
РО 1. 7), Hven (oA ` 、 
I Phas САЙ, + Ул + аи а). _ (47.19). 
(2) чем, É v< (~ uui), 那么 veU， Вам = 
— hiris, ситі се divs Кута ш» r Pep. dh ан чя N 
<eH'CO) ,同时 满足 估 寺 式 (4.7.19). ШЗ. чен {п B. l 
Mulia < Cs 二 oa 4 十 сша} + аул) Е: 7. 20) 


-> ANENE ше n жеш; ;由 И.т. 18 可 知 ， 
UPEA Ул У аме роо + [сагу {л 是 等 价 的 . 

С) 三 维 向 量 场 的 分 解 

定理 4.7.4 М vek2(0)5 满足 оз 

 divv = 0, éven > a, = 0: М@ф=їє<р (4.7.21) 
EALAR TE TRN eHO), #143 v = сиг1Ф 并 
Н div = 0. 

证 V Фен! (0):,у = cur1@, №] уу 0. 我 们 必须 检验 
<v*nil> oa = М0 <1< р. ЕР (В?) BZ В? 中 满足 0 
єх) < 1, ПЕ 20, 的 邻 域内 有 хк) = бис т, = surl(z e). 
Ш не (0)3, бут = 0. WH унн w° ` "la =0, 
W, ° РЕЗЕ пз, ;从 而 
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<vo nl> мы = < wi. мха |, divwidx = 0 
V 0gigp. 447.22) 
反之 ， 8} veL (A) 且 满 足 (4.7.1), 和 二 维和 销 况 一 样 ,把 y 延 
拓 到 整个 空间 , 使 得 被 延 拓 5 的 函数 YeL?(R’);,div7 = 0 以 及 


supp7 是 紧 的 ,同样 ,? 的 Fourier 变 换 F3 在 BR; 中 是 整 函 数 ,因为 
suppy 是 紧 的 ,根据 Fourier 变换 的 性质 div? = 0, 和 7 = си! Ф 


分 别 变 为 


УУД ЕЗ = 0 (4.7.23) 
F7 = ЦЕ: Fps — & Foa, ‚ 
EFor—tiFo Fn $8 ЕФь) (4.7.24) 
мя. 7 уйл, Я (4.7. 2080 FR. 
i Е Ў афи: =0 4.7.25) 


唯一 地 确定 FB.(4.7.23),(4.7.24) 和 (4.7.25) 的 唯一 的 解 是 
ЕФ = (6: РУз — 63 РУз, 3 РИ: — 6173, 
6129: — Еӯ)/ =]... 

ДФ E = (01,62,63), 这 表明 ¿ Fo к (В?) 以 及 

| · Еф (РУД + Е) 7 ISI | 
只 要 FO 在 原点 处 有 界 , 则 FO НИМ HO) 的 , 注 
意 到 (4.7.23) 可 得 Fy(0) = 0. X N F; 是 整 函数 , 在 原点 的 邻 域内 
有 М  . 


Е) = БАГЫ. оа) 


isi 
因此 , 当 三 一 0 时 ,F@ 是 有 界 的 . 


把 РФ КИ Ф ШИЕ Q Е ЛЯ ФЕН (©)? EG 
у= сигіФ 以 及 div® =0. 证 毕 ， w 

上 面 的 结构 表明 ,总 可 以 选 出 零 做 度 位 势 向 量 ,但 选 法 并 不 是 
ИЕ — М ВАЛ Е (4.1.25) 4 o LAEE Еф, = 0,3 19](4.7.23),(4.7:24), 
唯一 的 解 : 

Fe = РУ: / (#), Ефз = — F. 7 G$), Fos: =0- 

v МЕ У Ф 为 (фт, Ф› 0). | 

ЕН (О) 中 ,的 每 一 个 零 若 度 位 势 向 量 @ 满足 

— АФ = curlv 

定理 4.7.5 如 果 v€ „(су 满足 (4.7.22) 以 及 curlv= 0,v х 
na=0, 则 v=0. l 

推论 4.7.3 Муен! (0)? 且 满 足 :(4.7. 22), м en TEN 
度 向 基 oem, 使 得 v= сийФ, амф =0 | 
8476 (1) BRELO? И, од 


R - В а 2 
cung = v, йуФ `` 14226) 
ИЕА еН (сина - 
бз февр О C ` (4.729) 
而 且 如 果 О 是 单 连通 的 , 则 名 оно. 7. 26947. 7.27) 唯 一 nE, Ей 
TAUPE.. ен 
өен з ен 
— ДФ = curly жп Q) (4.7.28) 


(сигіФ —v) n=0 在 ?20 上 _ 
(2) ая Q бп 20 Re cu) 28 m e € Н (О). 
证 (1) 由 定理 4.7.5, 存 在 $8E HR) ,满足 (4.7.26). 从 而 ,如 
果 能 找到 中 EH(curl,Q), 使 得 E 
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curl = 0, div = 0 Жо 
ри вд И (4.7.29) 
WE о REER HAM. 
8 x€ (Q)/ В 是 非 齐 次 Neumann 问题 .、 
Е Ax=0 жон | 
U, ao о (4.730) 


的 解 , 则 于 = grad y #2 (4.7.29) И ЧЄ H(curl.O). 
AREO 是 单 连通 的 , 则 显然 是 唯一 的 ,此 外 '@ 还 满足 
(4.7.28). 反 之 (4.7.28) 最 多 有 一 个 解 ,因为 如 果 (4.7.28) 成 立 且 .r= 0, 
则 一 方面 curio € H, 另 一 方面 cun@ € Ker(ourD) 从 而 сийФ = 0.Х. 
ВСН, [Ф=0. 
(2) .如果 aQ 是 С Ж, Ф. n € ни әд). 由 此 得 -x€ 
НО) Ж grad x € НОЕ. 
.定理 47.7 б) ,每 一 个 满足 (4.7.22) 的 іар 中 的 函数 ,最 
多 有 TERE И ФСН), Ж. — ` 
Фхп=0 EAE, < Dhl >i +0 ОЗЕР (4731) 
(2) ШЖ Q 3830 Снн 4 PR EFI E 
tss O CH(curl,Q) НАЗ НЕМ: + 
` Te АФ m curvy ЖЕНКО) 
~ > вето кор юл 8732) 
Ф (4.7. 3Ту ` ЗА 
. (3) ` ство) .(2) 外 ,如 果 2Q Ж c" t ana Q жат 
кй ИДЫ OEH. · 
Е (ПЛМ ФЕ неман 是 а Q 中 
дот =0,divð = 0 29 Е bx n=0 Dl <D 1 а =0(0< 


і<р). HEM 4.7.1 Hl b = 0. . 
© Q) тен, yv R fE Q 外 为 零 的 延 拓 ， ЕВ 


有 divy =.0. ХИ supp? Я ЖИ, НЯ 4.7.5 М ‚ТЕЛЕ x 
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eHI(R3)3, 使 得 在 Ri 9 = curlY,div = 0. 
首先 ,在 RN 中 ,有 curl 和 = 0. 又 设 O 是 包含 6 WRR, 
Я Я, 表示 由 20, 所 围 成 的 ONQ 的 部 分 . 因为 0 是 单 连通 的 ， 
每 一 个 Qi 也 是 单 联通 的 , 故 由 定理 4.6.9 知 ,存在 q eH (0;), 
使 得 
Жа, Ф, = gradg (O <i <P) . (4.7.33) 
XA ФЕН'(0)?, 有 qi eH2(Q,). 其 次 设 xe H (Я) 是 非 齐 
次 Dirichlet 问题 . . 
(a: - = 0 . алф 
x] = qi 0O0<i<p ; 
的 解 ,并 记 @ = (qe,…,q,). BAR, AR a~ x ЖЕ АПН, 
но) 以 及 集合 {x,40,91,…,9,} 是 在 H1(0) 中 的 延 拓 . 最 
F, Ж w = gradx, 在 a 中 ,divw = 0,curlw = 0; Е хп 
= gradx x n = gradg; x n = W x a(0 < í < р). Кие. 
` А (4.7.26) ИБ (4.7.32) 中 第 一 个 条 件 . © 
显然 w 不 是 唯一 的 . 因为 :(4.7.33) 在 相差 任意 一 个 可 加 常 
数 下 确定 一 个 gq4: 以 下 证 明 可 以 选择 p + 个 常数 使 得 <(т 
— w) * n,1 > о, = 0(0 < ip). 为 此 , 设 q 是 (4.7.33) 的 解 中 任 
意 圈定 的 一 个 ,而 A -'(@) 表示 (4.7.34) 相应 的 解 MeeR”, 
іс x(c) = A -!(q) + A -К® ИА wle) = gradx(e) = ага Л -1(q) 
+ gradA -1(c). 下 面 考察 grad A -1(c) 的 性 质 ,首先 集合 E 
= {gradA -(e):eeR”+1) 是 空间 . . 


(4.7.34) 


. .G= (reL2(Q)":divv = 0,curly = 0, x nla = 0} 
р 维 子 空间 ,因为 人 -' EAH Ker(grad) 是 一 维 的 ,又 
ЗБЕ АЕ уж < + ni > a, = 一 5 «уга > a. ВИ 


如 果 证 明了 映射 * 一 (<v，a1> a (1<i<p НЕЯ ВЕ” kE 
的 内 射 ,根据 E 和 Rr 有 相同 维 数 , 则 这 个 映射 也 是 满 的 . 由 证 
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明 (1) 知 这 个 映射 是 内 射 ,因此 存在 ceRr+! 使 得 < (с) + n, 
> м = <n1l>m(0<i1<p), 而 有 DO=T-we) 满 
足 (4.7.26),(4.7.32) 以 及 (4.7.33). 

最 后 证 明 (4.7.33) 最 多 有 一 个 解 . 当 v=0 时 ,有 сыюЕ 
Ker(curD) 以 及 curl € HH 根据 定理 4.6.12 和 推论 4.6.8 有 
сш1Ф =0. 由 定理 4.7.5 知 @=0. 

(3) 因为 46 HoD), 由 正则 性 理论 知 ,只 要 20 是 C™ 类 或 
纪 是 凸 多 面体 区 域 ,由 (4.7.34) 求 得 的 xE ROMAN "С HOYO 
《HIO). 证 毕 ， 

与 二 维 情况 一 样 ,由 定理 4.7.7 T4 LOP НКО) 的 分 解 . 

#10474 YEL OV 存在 正 交 分 解 

v = gradg + си Ф . (4.7.35) 
这 里 qe Hi(0)/R (4.7.9) ИЖ De H1(Q)3 满足 curl@ 
eH.div® = 0. 此 外 ,如果 中 是 单 连通 的 ,那么 在 H(cur1,Q) 中 可 
以 选 到 (4.7.33) 的 唯一 解 . 7 
如 记 
W = H(div,Q)[ |H, (сит,О) №, = (we W:divw = 0). 
下 面 讨论 W 一 H'(Q) КА EH. | 
引 理 4.7.3 设 只 有 界 , 且 是 凸 多 面体 或 QE Cl Ж, Үү 
A H'O) ЕКЕ У А НКО). 
-证 Ü b€ W. €C H!(Q)ËE Dirichlet 问题 
{^4 = div b | 在 Q 中 
4= 0  #EəQ E | 
的 解 , 则 jl grad g- ll аз И ФИ а НО 的 假设 知 ,g€ HQ) 
E Ilall зае | УФ || „ШЕ əQ 上 ,有 (grad д x n=0, 从 而 
里 = 中 -grad дсм. АЖЕ W, I A. HOP М p€ H'(Q)' Н 
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\Ф за < Ра + cildivb|l.a 
Зея + сою) + с УФ] a 
< с(1Ф® 1а + КФ] о) + суфа 
ВИ À Eh), Z 30 ЛЕНЕ. | 
引 理 4.74 B Æ LEPRA ANH H f МА 
(р = 0), 1831 @ 一 curl® 是 由 W, 到 H 上 的 同 构 , 而 且 存 在 两 个 
常数 с> i= 1,2), 使 得 
| [Фа < с. [со[а М ФЕЙ. (4.736) 


[Фо < c: {сай Ф] on + divo, 2) М Феу (4.7.37) 

证 ИОН p=0 ВЕ 477 MV uE H; 有 叭 
一 的 向 量 位 势 ФЕЗ „ВВ u= си ФН И, curl 是 由 W, Н Е 
的 一 对 一 ,线性 连续 的 ,又 因 W, AI H Я Banach 空间 ,因此 curl 是 
一 个 同 构 .而 且 映 射 Ф-= ай ыш, у= И curd [| on 是 W。 上 的 范 
数 , 它 与 W 上 的 范 数 等 价 .由 此 得 (4.7.36). 

(4.7.37) 是 (4.7.36) 和 引 理 4.7.3 的 简单 推论 .Y@E W, 有 
Ф= Y+grad g. 这 里 W € W..X Hi Poincare—Fricdrichs Жа аа 
<с1 divo оо П ФІ ас, сот || ootell div® Il 0-Х 
сиг = curl®, 就 得 到 所 要 的 结论 .证 毕 . 

定理 4.7.8 在 引 理 4.7.3 假设 下 ,W WA HY. 

ЖЕ: 先 设 总 是 单 连通 的 , 旦 p= 0 由 引 理 4.7.3 知 ,这 就 是 要 证 
Я W, ЖА НКО)? ,由 引 理 4.7.4 知 curl 是 由 W。 到 H 上 的 同 梅 ， 
但 是 因为 它 也 满足 定理 4.7.7 中 (3), 所 以 curl 也 是 由 WAHO 
到 H 上 的 同 构 ,因此 ,W。= НСОР UR W, W A HOY. 

当 是 任意 的 时 ,由 aQ 是 Cm 类 的 假设 ,可 以 找到 0 的 有 
ТРЕ {01}(1 < i < D, 使 得 每 个 01 门 0 是 单 连通 的 ,并 具 
有 连通 的 边界 , Ж (о) 是 从 属于 (О 的 单位 分 解 , 则 УФЕМ, 


在 只 中 有 中 = 2 xi@. 因 此 只 须 考虑 a b 的 正则 性 .因为 a9 
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ЖС Ж a eD(O,), А а Ф 是 定义 在 O Оо 的 一 个 子 集 
上 ,不 妨 记 为 0 和 4. 它 具有 光滑 边界 Hilo, 0 УРОН. 
在 2304 上 ,air(@ x n) =0, 因 为 在 230 的 每 -- 点 上 ,任何 一 个 因 
于 都 为 0. 从 而 在 O”, 上 有 wmew. 前 面 已 经 证 明 a. beH1(0,) 
且 | 
haD < с (|, DN, На, Ф) + [сигца,Ф)„} 
这 里 范 数 都 是 在 О”, 上 取 的 ,从 而 有 在 о", Е 
lah <s (Il, + МФ], + сиф, ) 
记 
U = Н. (div, H (curi, Q), Uo= fueUdivu = 0} 
和 引 理 4.7.3、 引 理 4.7.4 类 似 , 右 . 
引 理 4.7.5 ОКА HAP 的 充 要 条 件 是 U, ЖА HOY. 
引 理 4.7.6 设 QcR? 是 工 型 且 单 连通 的 , 则 映射 O—curið 
Eh U, ЭТ ЕМУ | 
T = (ueL2(Q)3:divu=0,<u* в > a =00<igp} 
同时 , ТЕС с, > 0G = 1,2), 使 得 УФеИ, 有 
{Фа < с, [са ПФ] са (4.7.38) 
101 ,а < с2 сифа + Idivo|.a) ， (4.7.39) 
证 AA Q k'a ШИШ ДШ 4.7.6 #19134 4.7.4 的 证 骨 
有 @— curl 是 由 U, 到 T 上 的 同 构 而 且 (4.7.38) 成 立 . 由 
(4.7.38),(4.7.35) 的 直 交 分 解 以 及 商 空间 等 价 范 数 的 性 质 可 以 立刻 
得 到 (4.7.39). 证 毕 . | | 
5118477 IR UKA H1(-(0)1, ЖА V ge H!(0)3 
HY бз ==0. 非 齐 次 Neumann 问 题 。 
Az=0 在 Q 中 
ЧА L (4.7.40) 


一 233 一 


К ye H2(Q) / R. 如 果 Q 是 单 连通 的 ,那么 对 于 U KA 
H1(Q);, 这 个 条 件 是 充分 的 . 

证 #ҰЄН!(0)5 Н аў ° nds = 0, 则 问题 (4.7.40) Ж 
—# yeH (0) /R H O= Y — gradye U. 所 以 如 果 四 <eH1(D)3， 
那么 yeH2(0)/R. 

又 由 定理 4.7.6 的 证 明知 , 如 果 ye H2 /R, 那 么 T 的 每 个 函 
数 有 唯一 的 向 量 位 势 , ERT U, YH (0), 根据 引 理 4.7.5,4.7.6， 
A URA H'O. EE. | 

34 әр 是 Cu Жн ‚ (4.7.40) 0 ye H2(0)/ R, ШШЕ 
H 4.7.7 44ih U IK A H1(Q)’, 只 要 是 单 连通 的 .但 是 由 定 
理 4.7.8 证 明 的 第 二 部 分 可 得 

定理 4.7.9 ”如 果 人 是 有 界 的 , 且 具 有 :C™ ЖИМ, ВАО 


A нар, 
当 20 是 多 面体 РЕН! (0)? 时 Р. n£H'⁄2(20). 这 时 考 


ЖО 的 嵌入 考 质 . 
引 理 4.7.8 Ë Q Ë R° 中 具有 C? 边界 әй 的 有 界 开 集 ， Ж 
Z V beH1(Q)5,Ó + nja = 0 ДЖ R: | 


Dita + fa (ВФ, Ф)а; = |curlb|2a + ldivol2a (47441) 


KE R га 切 平面 上 的 曲率 张 量 . 
шо, ЖК А 是 正定 的 ， 因此 有 
“推论 4.7.5 BAER 中 有 c? ия D 的 有 界 凸 开 集 ， ЕЧ 
Амосин O, A | | 
Юа < (сипа + ldive@ Ja — (414) 
ЕН 4.7.10 设 Q 是 有 界 凸 多 面体 ,那么 空间 U ИНЕ 
Анка), 并且 Ф Е (4.7.42). — | 
证 ”构造 一 个 递增 的 开 凸 集 序列 {Q1}(1 > 1), 20, Ж C: 类 


м, ва, c QG > 1) B 0 = UR, 由 引 理 4.7.5, 只 须 考虑 空 


MU.. # УФеО., хен! (О) / R 是 边 值 问题 
{Аи 一 0 在 9 中 . 
әу / әве Ф а ЕЖЕ 

ММ. 在 Q БЕХ Ф, = Ф – вгаах, 由 于 divo = 0, EF 
Ж Neumann Я М (4.7.43) 有 唯一 解 2 又 由 推论 4.6.10,0 
єН'!(0,)°(1> 1D. 因 为 20, AAMO, H © · neH), 从 
№ x eH2(Q,) / Rb eH (A) BE, ED + a= 0. Ah 
H 4.7.8, 有 

ora, < [саг fsa < кы, < 1) (4.7.44) 


(4.7.43) 


注意 边 值 问题 (4.7.43) 等 价 于 : | 
fa @ • gradudx = 0, . Милен) . 
| ФИ м Dla (7.45) 
[табу а, <{Ф.л 7 6746) 


J. вай ° Bradpaxl < 10% ад] ana 


Ми 
-在 а, 外 作 gradxr 人: peH Jax, тен И? 
адаг, 和 2 名 1 / ax ,. 由 (4.7.42) 有 


EL: (Q)? 中 gradu 9и, Hcuriw = 0. 


实事 上 ,如 果 人 AsD(D)?, 则 存在 整数 上 > 0,48 ЛЕО) (М. > k), 
有 
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ІК curlAdx = lim |. grady, * curlAdx 
- . lew ` . 


又 由 | 
№ grady, • суллах = 0. м l> К. 
的 ы „ж xeH ! (о), 使 得 w.=. grady x 
H (4.7.47) Ж ,gragx = 0, BÆ LO) ‚Фф, Skit D.. 
5 144) 一 起 , A (О)? т, :. 、 айуу `, 

занатро (1<1<3) -- 


воена)» 又 由 (4 7. 有 
Ф.а < јела оого = БЕ 


кна 477 WARRE У, о 是 有 
界 凸 多 面体 时 , 则 问题 (4.7.40) 的 解 xeH?(Q). 9—77, imat 0 
不 是 凸 多 面体 时 , 则 有 问题 (4.7.40) ЮУН 2(0) 的 情况 , 8 
GU € H:(Q):. 
-WESH i | 
` ЖИ 475 асе 是 有 界 开 集 。 nang С" (т >1) 类 的 ， 
‚нтв. = reL амен a (Q)euriveH=- iar, 
асо ее Не ой} ` L “(4.7.48) 


以 及 а C a < Таж M І | 
Урна < сию + [Мила + [са m- ia 
+: алза} ОЭ (4.7.49). 
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$ 4.8 Соболев 空间 LP(0,T;X) 
为 了 研究 发 展 方程 ,这 节 研 究 Соболев 空间 L(a,b;X). 
设 V 和 了 H 是 两 个 Hilbert 空间 ,其 范 数 分 别 为 由， 站 和 | |， 
+ | 
УЛЕНР КЫ S VK AH (4.8.1) 
‚ * ) 表 示 H И + | 相对 应 的 内 积 .V' 是 V 的 对 偶 空 间 ， 
用 上 上 ,表示 VV 的 范 数 .进一步 ,如 果 H=H', 则 了 H 可 以 与 V 的 
一 个 子 空间 等 同 , 且 | 
{үн 中 秽 密 ,VY 嵌入 H; 
HÆV PRE, Hik ЛУ" 
从 而 V 和 YV"“ 之 间 的 对 偶 对 <，，。 > 就 是 内 积 (。,，) 的 延 拓 . 
” 设 T>0 是 一 个 固定 的 实数 ,考察 空间 
W(0,T) = W(0,T;V,V”) 


(4.8.2) 


= (ve L2(0,T; м ЕТ,?(0,7;У’)} (4.8.3) 


其 范 数 为 


[>й won = е ФР + з 4"? (4.8.4) 
则 W(0,T) Æ Hilbert 空间 , 它 中 的 元 素 和 C((0,T];V”) ИЖ 
几乎 处 处 相等 .事实 上 ,为 了 证 明 yeC(0,71;H), 先 给 出 . 
定理 4.8.1 空间 CAOT]; VE УТУ. 
证 设 < 和 8 是 C=([0TJ) 中 两 个 数值 函数 ,满足 
(° < а(1),В(#) < 1, 且 在 [0,7] 上 a +f=1 
suppa с (0,2T / 3], suppB c{T/ 3,T) 
Я ие (0,Т), H (4.8.5), T u = au + fu, 从 而 上 只要 
E С° ([0,1];У) 中 构造 一 个 序列 , 它 收 化 于 aw 和 Ви Ерй, ig yv 


(4.8.5) 
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= аи, ЖЕ v Е [ОТТИ RREH BAET, ЗА а 9, 87 
以 YeW(0,m). Чи > 0,362 ЩЙ у, (1) = 1 十 办,Y1> — h. B 
RE ЗУ (0,со) 中 ， Я Шу, = v. 从 而 只 须 用 C=([0,T];V) 中 的 序 
ЭЖЕ va 即 可 . | 

设 оєр(В),о > of, e(!)dt = 1.suppo c [ — 1,1].V г> 0. 
Шо. (1) = o(£ л. в, DR), ВЕ Dag) limo, = š: АШ 


ш, * vae C° (0,TEV), 且 在 L?(0,o0 MPA limo, ау) 


| RELO, NYRA imi (o, % >л) = а 


因此 ‚©, * v, 正 是 所 要 找 的 序列. 证 毕 . 
定理 482 W(,T)IKA С(О,ТІ;Н), B Мия, E W(0,T), 下 述 
‚ Green 4 公式 成 立 
J: E d > + < Ë q Y> }dt 
= <u(T)»(T)> — < u(0),v(0) > “(4.8.6) 
”证 因为 come W(0, 了 中 稠密 故 只 须 证 明 Ywv Е С” 
(0,TEV), 有 I 


mar a(i) <chilwo. п 6. 8.7) 


злодея 由 wQ. DA со; TIED IR EEE RBA. 

Ë uE CMO. TRV) ЖШ С°, TDH E (4.8. SHAT 
ЕЖ с, p. 则 可 以 记 u=ytw, Ж унаи, w= Ди, 
由 恒等式 | | 
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чо = 200), О М tel0, Т] 


得 
(ОР = 一 2[ "оо. 2. v(s))ds < 20740801 15 (з). ds 
从 而 | 
љода [бу LIE 060903 jas 


8р | 
(01 120 тр. n | (4.8.8) 


Etre[0, Т/3). Mal) = 1， 又 因 a 非 常 光滑 ， 由 (4.8.8) 得 
м (211 < сіу мо, n № relo, T73) | (4.8.9) 
对 w 用 同样 的 讨论 ， 在 区 间 (2T /3 ,了 上 也 有 (4.8.9) 成 立 .最 
后 ， 用 其 它 适当 的 菠 数 w，8， 重 复 同样 的 过 程 ， 在 整个 区 间 
i，T] 上 ,就 有 (4.8.9) 式 成 立 . | 
Мы, vE C°([0, TEV), (4.8.6) 9 fR эу, Xh 48.1 
和 前 面 的 讨论 ,可 知 对 Yu，v《 W(0，T)，(4.8.6) 也 成 立 .证 毕 . 
迄今 为 止 ， 已 讨论 了 涉及 到 整数 阶 导数 的 Co6ones 空间 ， 
但 是 分 数 阶 导 数 的 空间 在 实际 中 也 有 广泛 地 应 用 . 它 是 通过 $ 1.9 
的 Fourier 变换 引进 的 . 即 如 在 [0， 了 寺 ，t->u(t)， 且 在 {0,T] 外 作 
ЛЕ. 
_ ult) Vi tel, TJ 
0-0 о мо m 
记 它 的 Fourier 变 换 FE(0) 为 f(r). 
М yeR + ， 定 义 空间 
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Е'(0, T;V, Н) = (ueL2(0, Т;М):т-э "Рае ИВ} 


其 范 数 为 
їнї» = {зы + | прова 


则 空间 F? 具 有 下 述 性 质 

定理 4.83 如 果 V WIKA H, Wl FO ТУ, BEI A 
150, T;H) 

Ш: 设 {ua} 是 F?0，T;V， 了 HB 中 有 界 集合 ， 由 定义 ,要 在 {u} 
中 选 出 一 子 序列 {uu， 使 得 它 在 工 (0，T;H) 中 收敛 . 

根据 {wo} 的 有 和 界 性 知 ,存在 uk F'(0, ТУ, H) R (u НҒ 
序列 人 ww), 使 得 在 F'O ТУ, Ни} Я ЖСР ww 不 失 一 般 性 ， 
设 w=0, 则 可 以 证 衣 在 7QR, 昌 中 ,fu 的 Fourier 变换 {fw } 
煞 于 堆 为 此 ,对 于 任意 充分 大 的 正 数 М 


faza [выбора + 
[ü ti) OR / (1+) 
BW lun 是 有 界 的 ， 有- 
| {<< |, „Мира с / а + М Э) 
АШЫ im 1/ 1+ Ma- 0， 下 面 只 须 证 明 


lim | и = =0, УМ < o (4.8.10) 


对 于 VV 中 的 w 和 每 一 个 tr， 注音 到 с 1200, TiV)， 以 及 在 
120, ТНУ „йй ТЖ. Ж 
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lim (w(t), w) = lim | иж, e -mw)dt = 0 


BE, Ме, NNNNA 

Mü, (<) [у < T2 Nü w lo ту) <c: ü 
因此 对 每 一 个 t 在 V Pino ВРА, XAV ЖАН, 
从 而 对 每 一 т, Л) Ж W hka, 即 对 每 一 MAM 
м, (4.810 REET U 


kaj 


аы x sm + ` ` -a 
poom са А . z 
А. ia > В Ë ` si 
一 1` 
- > 
a 
: Жен i: 
. 
= A w 
т 2 
эы 
ба юз з 
. РСЕ <= 
их 
a +. - хм > тя. 
‚е 7 
$ 3 
- а =. т rp 
5: 
А . 


符号 说 明 


ж 6 

a R“ 中 一 开 子 集 511 

МхеЕА 表示 对 集合 A 中 任意 元 素 x “51.1 

Сей G 是 QQ 的 子 集合 8511 

G 集合 G 的 闭 包 811 

Gc cQ GcOQOHGER НЕРЖ 14 

AxB 集合 的 笛 卡 尔 乘 积 

A+B (x+y: x€A, уЄВ} $ 1.7 

ANB 集合 B 在 集合 A 中 的 补 集 §1.1 

Q 集合 的 Q 边 界 $11 

n 集合 的 边界 a0 的 单位 法 向 量 
$4.4, $4.5 

t 集合 Q 的 边界 2Q 的 单位 切 向 量 
$44, $4.5 
LL 型 区 域 $3.2 
с* 3 3.4 

я Ш 

К,В,С 数 域 ， 实 数 域 ， 复 数 域 

к^,^,С" п 维 数 域 ，n 维 实 数 域 ，n 维 复数 域 
$11, §1.9 

Rx 上 半空 间 $ 3.5 


Re(z). Im(z) 复数 zeC 的 实 部 和 虚 部 $ 1.9 
sup ERR 
inf TAR 

esssup,essinf 本 性 极 大 ， 本 性 极 小 $ 1.2 
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м Ж 
f: А-В 
В) 
/ (S) 
f (T) 
supp f 
fla 
7 
Ker(f ) 
u,v,w,0 у 
WY w, 0, Y 
т, 


线 件 空 间 
Мех 
X/M 
L(X,Y) 


X’ 
(х,у) 9 (х,у)н 
X=V, О V: 


X=Y 


Пх, 
#1 


f 是 由 A 到 B 的 映射 

映射 7 的 值 域 

映射 作用 集合 S 后 所 得 的 像 
映射 7 的 道 作 用 集合 T 所 得 的 像 
映射 的 支 集 S 1.4 

映射 7 在 G 上 的 限制 
ЖУК 

映射 了 的 核 

标量 函数 (映射 ) 3512 

向 量 值 函 数 (映射 ) S 46 
由 上 生成 的 广义 函数 了 $14 


M 是 线性 赋 范 空间 X 的 子 空间 

商 空间 § 3.7 

由 线性 赋 范 空间 X 到 线性 赋 范 空间 Y 上 的 
线性 连续 算 子 所 组 成 的 线性 空间 

赋 范 空间 的 对 偶 空 间 $ 2.3 

内 积 空间 了 中 的 内 积 

线性 赋 范 空间 X 是 其 子 空间 V,,V; 的 直接 
和 


赋 范 空间 X 和 Y 是 等 距 同 构 § 2.3 
线性 赋 范 空间 Xj(1 < j < 7) 组 成 的 稍 卡 尔 
ЯЕ 2 ЇН] 531, $4.5 
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Ра 525 [8] 
CO) = С•(0) 
с”(О) 

(O< m < о) 
C>(Q) 
Cg (0) 


С". 1 (Q) 


С” (Г; V) 
С. (Q) 
С; (Q) 
С? R'A) 


CR (Q) 
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XXx…XXCn 个 X 的 乘积 空间 ) 84.6 
n 重 非 负 整数 空间 $ 1.1 


0 上 连续 函数 的 全 体 $ 1.2 

函数 及 其 直到 mm 阶 偏 导数 在 Q 上 连续 的 
函数 全 体 812 

未 数 及 其 直到 m 阶 偏 导数 在 0 上 有 界 且 一 
致 连续 的 函数 全 体 $12 

函数 及 其 直到 m 阶 偏 导数 在 Q 上 有 界 且 连 
续 的 函数 全 体 $ 1.2 

C=(0) 中 其 偏 导数 z*A 0 <la| < m, 在 
R 中 满足 指数 为 1 的 Hoclder 条 件 的 函数 
全 体 

区 间 IcR 到 V 上 的 m 次 连续 可 微 抽象 消 数 
的 全 体 $4.3 

其 紧 支 集 为 Q 的 子 集合 的 连续 函数 的 全 体 
$ 1.8 

QR 上 无 穷 次 连续 可 微 且 其 紧 支 集 为 人 0 的 子 
集合 的 函数 全 体 3512 

Сг (R* ) 中 的 函数 在 Q 上 的 限制 的 全 体 

$ 1.2 

C? (0) 中 满足 supp f< K < Ой ñ И 
体 

$1.3 


D(Q) 


D'(Q) 
E(Q) 


E' (Q) 
F' (Z; УН) 


H”? (0) 


нг” (Q) 
H -w” (Q) 


H: (R*)(seR) 
H:(Q) (seR) 
Н: (20) (seR) 
H(div,Q) 
Н, (div,Q) 


H(curl,Q) 


H, (curl, Q) 


Lhe (Q) 
L: (©) 


空间 CY (0) 赋予 相应 的 拓扑 后 所 得 到 的 
局 部 凸 拓扑 向 量 空间 81.3 
D(0) 的 拓扑 对 偶 空间 814 

С (Q) 赋 予 相应 的 拓扑 后 所 得 到 的 局 部 
凸 拓扑 向 量 空间 $ 1.4 
E(Q) 的 拓扑 对 偶 空间 814 
{ueL2(I; V): 1-7 (Е 

Li(R; H} IcR $ 4.7 

{иеС” (0): [ийа < ©} 关于 范 数 

{+ [ира 的 完备 化 所 得 的 空间 $3.1 

А, мт (О) 

н;= (Q) 的 对 偶 空间 ， 其 中 
1/p+1Zp'=1 83.3 | 
R: 上 实数 阶 Co6onea 空 间 $ 4.1 

О ЕЗ Соболев? [a] $ 4.5 

迹 空间 83.5, $4.5 

{veL?2(Q)": div veL2(Q)] $ 4.6 
р(0)" 在 空间 H(div,Q) 中 的 闭 包 

§4.6 

{veL?(Q)": curl veL? (Q)"} $ 4.6 
D(Q)' 在 空间 H(cur1,Q) 中 的 闭 包 

84.6 


8 上 局 部 可 积 函 数 的 全 体 $1,4 
紧 支 集 在 kc Q 内 可 积 函 数 全 体 $ 1.6 


—245- 


(а) 


1<р< со 
L= (Q) 


12 (Q) 
L’ X) 


S(R") 
SR’) 


S‘(R*) 
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тл рах < 中 的 可 测 函 数 全 体 


81.2, $2.1 
Q 中 本 性 有 界 可 测 函 数 全 体 512 


{шет (0): [мах =0} $ 4.6 


В сва АХЕН 
| ` x= L (1) 的 抽象 函数 的 全 体 
$ 4.3 
COR ) 中 在 无 穷 远 处 急 降 函数 全 体 
81.3 
空间 8S(R) 赋 予 相应 的 拓扑 后 所 得 到 的 局 
部 凸 拓扑 向 量 空间 $13 
SR ) ЖКУ {ҖЕ juj $ 1.4 
(veHi(Q)%: div r=0} $ 4.6 
(veD(Q)*: div у= 0) $ 4.6 
(feH;1(0)*: <f, v> =0, 3ZveV) 
$ 4.6 
{weL? (N): ətueL’ (0), 0glal <m, 
其 中 au 是 wx 阶 弱 导数 } $31 
С? (О) Ж П Inoa 下 的 闭 包 
83.1 
W (0) 的 对 偶 空间 ， 其 中 
1/ptl/p’=1 § 3.3 


ит: 
р. Ур. 7 
а* (xe Z", ) 
ə,(1 < j< n) 
= әу 
әп 'ə | 
V ，grad 
Vx , curl 
У. , div 
A 
LA 
ó, Ön 
У, Ya 
У: 
y (0 < Л 


算 子 的 复合 § 3.5, $4.1 
a 阶 偏 导数 $11 

对 x; 的 偏 导数 

法 向 导数 §1.5, §4.6 
梯度 算 子 $ 46 

旋 度 算 子 3 4.6 

散 度 算 子 $ 4.6 
Laplace 算 子 


三 的 磨 光 算 子 — $13 
Dirac% М $ L.3 

迹 算 子 83.5, $4.6 
$ 4.6 

i 阶 迹 算 子 83.5 
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